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Vorwort. 


Das methodische Lehrbuch der Elementar-Mathematik, deſſen 
erſten Teil ich hiermit erſcheinen laſſe, gründet ſich auf eine mehr als 
dreiundzwanzigjährige Lehrerfahrung an verſchiedenen Unterrichts— 
anſtalten, zu denen mehrere Gymnaſien, eine Königliche Provinzial— 
Gewerbeſchule und eine Realſchule mit Fachklaſſen gehören und auf 
eine faſt zwanzigjährige direktoriale Thätigkeit. 

Der Anlaß zur Bearbeitung des Werkes wurde durch die 
preußiſche Schulreform und die Lehrplanerlaſſe von 1892 gegeben. 
Auf meine Teilnahme an den Reformberatungen und auf frühere 
Veröffentlichungen brauche ich wohl nicht beſonders hinzuweiſen. Auch 
durch die Beteiligung an den Direktorenkonferenzen der Provinz Weit: 
falen, an den Lehrplanberatungen für die mittleren Fachſchulen, die im 
Jahre 1883 im Kultusminiſterium ſtattfanden, und an den Arbeiten 
der Schulkommiſſion des Vereins der Deutſchen Ingenieure hoffe ich 
einigen Einblick in das wirkliche Unterrichtsbedürfnis gewonnen 
zu haben. a e 

Ich habe das Lehrbuch als ein methodiſches bezeichnet. Maß: 
gebend für die Anordnung waren alſo nicht wiſſenſchaftlich-ſyſtematiſche, 
ſondern nur pädagogiſche Geſichtspunkte, was durchaus den Forde— 
rungen der Schulreform entſpricht. Die Elemente des Euklid be— 
ginnen mit der Definition des Punktes, der Geraden u. ſ. w., und 
eine ununterbrochene Kette von Schlußfolgerungen führt dort ohne 
Abſchweifungen zum vorgeſteckten Ziele hin. Mag dieſe Art der 
Darſtellung noch ſo wiſſenſchaftlich und ſyſtematiſch ſein, einen wirklich 
pädagogiſchen Wert hat ſie nicht. Quartaner kann man nicht ohne 
Weiteres auf dem Wege der abſtrakten Definition und der formalen 
Logik in die Welt der mathematiſchen Größen einführen, man muß 
vielmehr mit der Beſchreibung körperlicher Modelle beginnen und erſt 
nach gewonnener Klärung der Begriffe zur wiſſenſchaftlicheren Be— 
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IV Vorwort. 


handlung übergehen. Im Übrigen handelt es ſich bei dem mathe— 
matiſchen Lehrgebäude nicht um eine Kette, ſondern um ein viel— 
verzweigtes Netz von Wahrheiten. Der von Euklid eingeſchlagene 
Weg iſt nicht der einzige, ſondern ein vereinzelter unter unzähligen 
anderen, zwiſchen denen es eben ſo zahlreiche Verbindungsglieder giebt, 
die bisweilen in wunderbar überraſchender Weiſe von dem einen 
Gebiete in das andere hinüberführen. 

Der Lehrſtoff iſt nicht nach wiſſenſchaftlichen Kategorieen, ſondern 
aus praktiſchen Gründen nach Klaſſen und Jahrgängen geordnet. 
Die Anpaſſung an das wirkliche Unterrichtsbedürfnis und 
der Anſchluß an die Lehrplan-Vorſchriften von 1892 ſind 
dabei das allein Beſtimmende geweſen. 

Um jedoch die Brauchbarkeit des Buches nicht u eine einzige 
Art von höheren Schulen zu bejchränfen, wurde in den Lehrgang 
der einzelnen Klaſſen Einiges aufgenommen, was auf dem Gymnaſium 
ganz entbehrt, oder einer höheren Klaſſe, oder etwa dem Rechenunterrichte 
und gegebenenfalls dem Zeichenunterrichte zugewieſen werden könnte. 
Durch Einklammerung und Randbemerkungen wird an entſprechender 
Stelle jedesmal darauf aufmerkſam gemacht. 

Dadurch wird nicht nur manche Misdeutung beſeitigt, die man 
den neuen Lehrplänen mit Unrecht entgegengebracht hat, ſondern dem 
Lehrer zugleich einiger Spielraum zur individuellen Behandlungsweiſe 
gelaſſen, und dies entſpricht durchaus der bei den Reformberatungen 
ausgeſprochenen Abſicht des Miniſteriums, uns von der allzuſtarren 
Gebundenheit der Lehrpläne zu befreien. Wollen doch auch 
die vom Unterrichts-Miniſterium veröffentlichten nur zeigen, wie etwa 
das beſtimmt vorgeſchriebene Ziel erreicht werden kann, ohne jedoch 
eine zwangsweiſe Befolgung bis in die kleinſten Einzelheiten zu 
verlangen. Schon die Kürze der Darſtellung iſt ein Beweis dafür, 
daß der individuellen Ausgeſtaltung hinreichender Spielraum gelaſſen 
werden ſoll. 

Das Lehrbuch weicht im Sinne der preußiſchen Schulreform 
von den bisher gebrauchten in mancherlei Hinſicht derartig ab, daß 
zur Erörterung der maßgebenden Geſichtspunkte mehr Raum erforderlich 
iſt, als ich für das Vorwort beanſpruchen darf. Infolge deſſen habe 
ich für die Lehrer der Mathematik ein beſonderes Begleit— 
wort geſchrieben, welches den Herren Kollegen von der Verlags— 
Buchhandlung bereitwillig verabfolgt wird. 

So bleibt denn nur noch zu bemerken, daß der erſte Teil bis 
zur Abſchlußprüfung der Vollanſtalten und der gleichwertigen Ent⸗ 
laſſungsprüfung der höheren Schulen mit ſechsjähriger Unterrichts⸗ 
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dauer reicht und durch Hereinziehung der Logarithmen und ihrer 
Anwendung auf Zinſeszins-Rechnung, Trigonometrie und Stereo: 
metrie, außerdem aber durch Anleitung zum richtigen ſtereometriſchen 
Zeichnen jene Abrundung der mathematiſchen Vorbildung zu geben 
ſucht, die den jungen Leuten, die ſofort ins praktiſche Leben über- 
gehen oder zu höheren Fachſchulen überſiedeln wollen, einige Bürg— 
ſchaft dafür giebt, daß ſie den dortigen Anforderungen gegenüber 
nicht allzu hilflos daſtehen werden. 


Hagen i. W., den 16. Dezember 1893. 
Dr. G. Holzmüller. 
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Erſte Abteilung. 
Geometrie. 


A. Lehraufgabe der Quarta. 
(Erſter Jahrgang.) 


I. Einleitung. 


Im praktiſchen Leben und in der Wiſſenſchaft ſpielt das genaue 
Meſſen von Größen eine wichtige Rolle. Entfernungen mißt man 
z. B. in Metern, die Größe von Flächenräumen in Quadratmetern, 
den Inhalt von Körpern in Kubikmetern und die Zeitgrößen in 
Sekunden. Geſchwindigkeiten beſtimmt man z. B. durch die Anzahl 
der in einer Sekunde zurückgelegten Meter, Gewichte und Kräfte mißt 
man z. B. in Kilogrammen, die Wärme in Graden nach Celſius, 
und ebenſo werden elektriſche Spannungen, mechaniſche Arbeiten, die 
Leiſtungsfähigkeit der Maſchinen u. ſ. w. in beſtimmten Maßen oder 
Einheiten gemeſſen. Die gemeſſene Größe wird jedesmal durch die 
Nzahl der entſprechenden Einheiten dargeſtellt. Sieht man von den, 
letzteren ab, ſo hat man die Zahl allein, die man naturgemäß als 
eine Zahlengröße bezeichnet. 

Die Wiſſenſchaft, die ſich mit den meßbaren Größen und den 
Zahlen beſchäftigt, wird Mathematik genannt. [Der geeignete 
deutſche Name würde Größenlehre oder Meßkunſt ſein.] 

Man unterſcheidet jedoch reine und angewandte Mathematik. 
Die reine Mathematik beſchäftigt ſich nur mit den grundlegenden 
Raum⸗ und Zahlengrößen. In der angewandten Mathematik handelt 
es ſich um das Nutzbarmachen der gewonnenen Ergebniſſe für die 
Gebiete anderer Größen. Beiſpiele der angewandten Mathematik 
bieten die mathematiſche Phyſik, beſonders die . die Aſtro⸗ 


Holzmüller, Mathematik. I. 
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nomie, die mathematische Geographie, die Nautik, die Landmeß— 
kunſt, das Markſcheiden, die Baukunde, die Maſchinenkunde u. ſ. w. 

In Folgendem handelt es ſich nur um die reine Mathematik. 
Die Raumlehre wird Geometrie, die Zahlenlehre Arithmetik ge— 
nannt. Zunächſt ſollen die Anfangsgründe der Raumlehre behandelt 
werden. 


II. Allgemeines über den Raumbegriff und die Raumlehre. 


1) Sämtliche Körper, die wir ſinnlich wahrnehmen, befinden 
ſich im Weltraume. Dieſer erſtreckt ſich nach allen Richtungen 
hin ins Unbegrenzte (Endloſe, Unendliche). Wollte man verſuchen, 
ihn als begrenzt zu denken, ſo würde aus dem Begriffe der Grenze 
folgen, daß es ſich dabei doch nur um die Abgrenzung gegen einen 
anderen Raum handeln könnte, daß man alſo nur einen Teil des 
Geſamtraumes ins Auge gefaßt hatte. Den endloſen Raum ſich vor— 
zuſtellen, überſteigt die Fähigkeit des menſchlichen Geiſtes. Man ge— 
langt höchſtens bis zu dem Begriffe eines immer größer und größer 
werdenden Raumes. 


2) Vorſtellbar ſind nur vollſtändig begrenzte (endliche) Teile 
des Raumes. Jeder wirkliche Körper nimmt einen rings umſchloſſenen 
Teil des Raumes ein. Dabei kann man ſich die Raumerfüllung als 
eine vollkommene denken, den Körper demnach als durchaus maſſiv 
annehmen. Dann grenzt die ſichtbare Oberfläche des Körpers den 
Innen⸗Raum gegen den Außen-Raum ab. Die Oberfläche gehört 
ſowohl dem Innen-Raume, als auch dem Außen-Raume an, ſie beſitzt 
keine Dicke, ſie nimmt ſelbſt keinen körperlichen Raum ein, ſie iſt nur 
die Grenze zweier Räume. Alſo: Der Raum iſt teilbar, und 
zwar teilbar durch Flächen. 


3) Flächen können ebenfalls unbegrenzt und begrenzt ſein. Sind 
fie begrenzt, jo find die Grenzen Linien. Auch die Linien find ent— 
weder begrenzt oder unbegrenzt. Im erſteren Falle heißen die 
Grenzen Punkte. 


4) An jedem wirklichen Körper unterſcheidet man Form und 
Stoff (Geſtalt und materiellen Inhalt). Die Geſtalt kann z. B. die 
des Würfels, der Kugel, der Pyramide ſein, als Stoff kann man 
z. B. Eiſen, Holz, Stein annehmen. Nur die Unterſuchung der 
Geſtalt gehört der Raumlehre an, die der ſtofflichen Verhältniſſe 
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dagegen irgend einem Zweige der Naturwiſſenſchaft, z. B. der 
Chemie, der Mineralogie, der Botanik. Die Raumlehre beſchäftigt 
ſich alſo nicht mit dem ſteinernen, eiſernen oder hölzernen Würfel, 
nicht mit dem Waſſer-⸗ oder Luftwürfel, ſondern mit der Würfelgeſtalt 
an ſich, ohne jede Bezugnahme auf den Stoff. Dieſer nur gedachte 
(abſtrakte) Würfel ſoll der mathematiſche Würfel heißen. Allgemein 
hat man in dieſem Sinne ſtreng zu ſcheiden zwiſchen mathematiſchen 
Körpern und wirklichen (phyſiſchen) Körpern. 

Der Unterſchied zwiſchen dieſen beiden Arten von Körpern iſt 
ein ſehr weitgehender. Betrachtet man z. B. die Teile eines noch ſo 
genau gearbeiteten Metallwürfels unter ſtarker Vergrößerung, ſo zeigen 
ſich vielfache Mängel und Ungenauigkeiten. Die Flächen ſind nicht 
vollkommen eben, das Auge bemerkt ſogar Vertiefungen, die darauf 
ſchließen laſſen, daß im Innern des Körpers ſich Hohlräume (Poren) 
befinden. Die Kanten, in denen die Flächen zuſammenſtoßen, ſind 
nicht vollkommen geradlinig, ſondern hier und dort ſchwankend in 
der Richtung, auch ſind ſie nicht vollkommen ſcharf, ſondern in ver— 
ſchiedenem Grade abgerundet. Die Ecken endlich, in denen die 
Kanten zuſammentreffen, ſind nicht vollkommen ſpitz, ſondern ſie er— 
ſcheinen als abgerundet oder abgebrochen. Auch darauf ſei aufmerkſam 
gemacht, daß der wirkliche Körper durch Erwärmung gleichmäßig oder 
ungleichmäßig ausgedehnt werden kann, wobei das letztere Geſtalt— 
veränderungen herbeiführt. 

Von allen dieſen Ungenauigkeiten und Eigentümlichkeiten iſt bei 
dem mathematiſchen Körper ebenfalls abzuſehen. Die Raumlehre be— 
ſchäftigt ſich nur mit dem unveränderlichen, vollkommen genauen 
Würfel, der abſolut genauen Kugel u. ſ. w., alſo nur mit Ideal— 
geſtalten, die in der Wirklichkeit nicht vorhanden ſind und nur ge— 
dacht werden können. Die genaueſten Modelle, die genaueſten 
Zeichnungen mathematiſcher Gebilde ſind doch nur ungenaue und 
rohe Veranſchaulichungen jener Idealgeſtalten. 


5) Dieſe Idealgeſtalten haben aber den großen Vorzug, 
daß man über ſie mit untrüglicher Gewißheit und voll— 
kommener Genauigkeit beſtimmte Ausſagen machen kann. 
Längen, Flächeninhalte, Körperinhalte u. ſ. w. laſſen ſich hier deshalb 
mit voller Genauigkeit angeben, weil von Schwankungen der geraden 
Linien, von Unebenheiten der Flächen, von unvollkommener Raum⸗ 
erfüllung und von ſonſtigen ſtörenden Zufälligkeiten nirgends die 
Rede iſt. Die entſprechenden Ausſagen laſſen ſich bei wirklichen 
Körpern gar nicht oder doch nur mit einiger Annäherung machen. 

1 
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In der That denkt ſich jeder, der einen Metallwürfel oder einen 
Steinquader, den Inhalt eines Baumſtammes oder eines cylindriſchen 
Gefäßes berechnen will, an Stelle des wirklichen Körpers den ent- 
ſprechenden mathematiſchen Körper, führt die Berechnung an dieſem 
aus, worin eine außerordentliche Erleichterung liegt, und zieht die 
entſprechenden Schlüſſe, z. B. unter Annahme gleichmäßiger Maſſen⸗ 
verteilung. 


6) Vorläufig genüge in Bezug auf das, was die Raumlehre 
will, folgende Erklärung: Die Raumlehre oder Geometrie be— 
ſchäftigt ſich mit den geſetzmäßig geſtalteten mathematiſchen 
Körpern und den an ihnen auftretenden Flächen, Linien 
und Punkten, mit den Eigenſchaften und gegenſeitigen Be— 
ziehungen dieſer Gebilde, mit ihrer Berechnung und Kon— 
ſtruktion. 

Die rein mathematiſche Konſtruktion iſt nach Obigem nur in 
der Vorſtellung möglich, das Herſtellen der Zeichnungen und Modelle 
iſt alſo nur ein Veranſchaulichen der erſteren, denn jede gezeichnete 
Linie z. B. hat eine gewiſſe Breite, wodurch ſie erſt ſichtbar wird, 
dieſe Breite iſt aber bei der mathematiſchen Linie nicht vorhanden. 

Um eine Anzahl der vorher angewandten Benennungen ein— 
gehender zu erläutern, ſollen zunächſt vorbereitende Betrachtungen an 
beſtimmten Modellen angeſtellt werden. 


III. Erläuterung der wichtigſten geometriſchen Begriffe an 
Modellen und Zeichnungen. 


a) Würfel und Quadrat, Ebene und Gerade. 


7) Der grundlegende Körper für die Einteilung des Raumes iſt 
der ſchon aus dem Rechenunterricht bekannte Würfel. Sein Modell 
iſt entweder ein körperliches (z. B. der maſſive Holzwürfel), oder ein 
Flächenmodell (aus Pappe oder Papier angefertigt), oder ein Linien⸗ 
modell (z. B. Drahtgeſtell). Das Punktmodell verſuche man ſich im 
Geiſte vorzuſtellen, indem man den Eckpunkten ihre Lage im Raume 
anweiſt. 

Das Modell ſoll zunächſt in ſeinen einzelnen Teilen beſchrieben 
werden, wobei die gegenſeitigen Beziehungen der Teile zu beſprechen 
ſind. Später ſollen die dabei angewandten geometriſchen Begriffe ge— 
klärt und die etwa ausgeſprochenen Behauptungen bewieſen werden. 
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8) Man zählt am Würfel 6 ebene Flächen, 12 geradlinige 
Kanten und 8 Eckpunkte. Die Würfelflächen ſind Quadrate. 
Je zwei zuſammenſtoßende dieſer Flächen ſtehen aufeinander 
ſenkrecht oder bilden einen rechten Winkel, während je zwei 
gegenüberliegende gleichlaufend (oder parallel) ſind und überall 
denſelben Abſtand von einander haben. Die Würfelflächen ſind 
ſämtlich übereinſtimmend (ſind kongruent oder decken ſich). Je 
zwei zuſammenſtoßende Kanten ſtehen aufeinander ſenkrecht, je vier 
von ihnen ſind parallel, ſo daß man drei Gruppen paralleler Kanten, 
alſo drei Hauptrichtungen am Würfel hat. Da ſämtliche Kanten 
gleich lang ſind, ſo ſagt man, der Würfel ſei ebenſo lang wie 
breit und hoch. Von jeder Würfelfläche und den Kanten der gegen— 
überliegenden Fläche ſagt man ebenfalls, ſie ſeien parallel, von jeder 
Kante aber, ſie ſtehe ſenkrecht auf jeder der beiden Flächen, mit 
denen ſie in den Eckpunkten zuſammenſtößt. In jeder Ecke des 
Würfels treffen drei Kanten und drei Flächen zuſammen. Wegen 
der Übereinſtimmung aller Flächen, ebenſo aller Kanten, aller Winkel: 
verhältniſſe und aller Ecken nennt man den Würfel einen regel- 
mäßigen Körper. 


9) Die Eckpunkte ſind als Durchſchnittspunkte der verlängert 
gedachten Kanten aufzufaſſen, die Kanten als Durchſchnittslinien 
der erweitert zu denkenden Flächen. Die Eckpunkte ſind zugleich die 
Grenzpunkte der Kanten, die Kanten die Grenzlinien der Flächen, 
die Quadrate endlich die Grenzflächen des Körpers. 


10) Die Punkte, Kanten, Flächen und der Würfelkörper ſelbſt 
können in gewiſſe Bewegungsbeziehungen zu einander geſetzt werden, 
die den Körper ſozuſagen vor dem geiſtigen 
Auge entſtehen laſſen. In Fig. 1 iſt der 
Würfel dargeſtellt. Denkt man ſich den 
Punkt A geradlinig nach B bewegt, jo 
entſteht die Gerade 45 als Weg des 
Punktes 4. Denkt man ſich die Gerade 
4B unter Hingleiten der Endpunkte auf 
AD und BC in die Lage DC verſchoben, 
fo entſteht die Quadrat⸗-Fläche 450 als 
Weg der Geraden AB. Denkt man ſich 
dieſe Fläche bis in die Lage EFGH hinaufbewegt, wobei ihre Ecken 
ſich in den ſenkrechten Kanten zu bewegen haben, ſo entſteht der 
Würfel als Weg der Fläche 40D. 

Umgekehrt kann man ſich vorſtellen, die Höhe des Würfels 


Fig. 1. 


G 
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nehme allmählich ab, um ſchließlich ganz zu verſchwinden, dann bleibt 
nur noch die Fläche 450 D übrig. Läßt man die Breite dieſer 
Fläche bis zur Null abnehmen, fo bleibt nur noch die Gerade AB. 
Nimmt die Länge derſelben ebenfalls zur Null ab, ſo iſt nur noch 
der Punkt 4 vorhanden. 

So erkennt man, daß der Würfel-Körper drei Dimenſionen 
oder Ausdehnungen hat, Länge, Breite und Höhe, daß jede 
Quadrat⸗Fläche nur zwei beſitzt, Länge und Breite, daß der 
Kanten⸗Linie nur eine einzige zukommt, die Länge, während der 
Punkt gar keine Ausdehnung hat. Der Punkt iſt alſo nur 
eine im Raume gedachte Stelle ohne jede Ausdehnung. 


11) Um tiefer in das Weſen der geradlinigen Kanten ein— 
zudringen, betrachte man jetzt neben dem erſten Würfel noch einen 
zweiten von derſelben Kantenlänge. Jede Kante des einen läßt ſich 
mit jeder Kante des andern genau zur Deckung bringen, d. h. ohne 
daß Lücken zwiſchen beiden ſichtbar werden. Dieſe Deckung kann auf 
zweierlei Art geſchehen, erſt in der einen, dann in der entgegen— 
geſetzten Richtung. Folglich: Gleichlange Gerade decken ſich 
(ſind kongruent) auf zweierlei Art. Man kann die Kanten an 
einander hinſchieben, ſo daß die eine gewiſſermaßen die Verlängerung 
der andern giebt, wobei andere Stücke, wie vorher, genau aneinander 
lagern. Man ſchließt daraus: Teile einer Geraden können in 
der Geraden und ihrer Verlängerung verſchoben werden, 
ohne ſeitlich aus dieſer herauszutreten. Dieſe Eigenſchaften 
teilt aber die Gerade mit einigen krummen Linien, die auch aus 
kongruenten Teilen beſtehen.“) Den Hauptunterſchied findet man 
folgendermaßen: Man ſtelle die volle Deckung der beiden Kanten 
wieder her, verdrehe aber den einen Würfel gegen den andern, indem 
man die Endpunkte der angelegten Kante feſt hält. Auch bei dieſem 
Drehen wird die Deckung nicht geſtört. Folglich: Die gerade 
Linie iſt eine Linie, die, unter Feſthaltung von zweien 
ihrer Punkte gedreht, ihre Lage nicht ändert. Man braucht 
nur gebogene Drähte unter Feſthaltung zweier „Punkte“ zu drehen, um 
zu ſehen, daß ſie dabei unzählige verſchiedene Lagen an— 
nehmen. Daraus folgt: Zwiſchen zwei Punkten iſt nur eine 
einzige Gerade möglich. Jede krumme Linie zwiſchen zwei 
Punkten kann dagegen dort unendlich oft angebracht werden. Die 
Geſamtheit der Punkte außerhalb der beiden feſtgehaltenen Punkte, 


*) Kreislinie und Schraubenlinie können ebenfalls in ſich ſelbſt bewegt 
werden. 
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die bei der Drehung ebenfalls ihre Lage nicht ändern würden, giebt 
die beiderſeitige Fortſetzung der Geraden ins Endloſe. [Die 
Transmiſſionswellen unſerer Fabriken ſind um ſo beſſer konſtruiert 
und um ſo genauer geradlinig, je weniger ihre Drehungsbewegung 
durch ſeitliche Schwankungen ſichtbar wird, je weniger fie „ſchlagen“.] 
Nun iſt aber erfahrungsmäßig auch der kürzeſte Weg eines 
Punktes zwiſchen zwei Geraden nur in einer einzigen Art 
möglich, er muß alſo mit der Geraden übereinſtimmen. Folglich: 
Die gerade Linie iſt der kürzeſte Weg zwiſchen zwei Punkten. 
Sie iſt kürzer als jeder Umweg, d. h. als jede krumme Linie oder 
gebrochene Linie zwiſchen den beiden Punkten. So iſt z. B. die 
längſte Seite eines Dreiecks*) doch kürzer als die Summe der 
beiden andern. [Straff geſpannte Fäden geben daher ziemlich genau 
gerade Linien. Anwendung auf das Abſchnüren gerader Linien 
mittels geſpannter Fäden beim Bauen, auf dem Zimmerplatze und 
auf dem Schnürboden der Schiffswerft. Aus Obigem folgt zugleich: 
Zwei Gerade können ſich nur in einem einzigen Punkte 
ſchneiden. Denn ſchnitten ſie ſich zweimal, ſo hätte man zwiſchen 
beiden Schnittpunkten zwei getrennte Gerade, was unmöglich iſt. — 
Der Abſtand zweier Punkte iſt die gemeſſene Länge ihrer geraden 
Verbindungslinie. (Das Wort Verbindungslinie ſoll künftig ſtets 
eine Gerade bedeuten.) 


12) Das Hülfsmittel zum Zeichnen gerader Linien iſt das 
Lineal. [Prüfung der Brauchbarkeit durch Zeichnen einer Geraden, 
Umlegen des Lineals und Anpaſſen derſelben Kante an die Gerade.] 
Die Hauptaufgabe iſt: Zwei gegebene Punkte durch eine Gerade 
zu verbinden. Zum Abmeſſen der Länge benutzt man den Zirkel. 
Mit Lineal und Zirkel löſt man ferner die Aufgabe: Eine gegebene 
Gerade um ſich ſelbſt zu verlängern (ſie zu verdoppeln), 
ſie zu verdreifachen, vervierfachen u. ſ. w. Durch Abtragen 
einer aufeinanderfolgenden Reihe gleich langer Stücke auf einer Geraden 
erhält man einen Maßſtab, der ebenfalls zum Meſſen benutzt werden 
kann. [Maßfſtäbe zeigen z. B. Millimeter, Dezimeter und Meter an.] 
Mit Zirkel oder Maßſtab weiſt man nach, daß die Kanten des 
Würfels gleich lang ſind. Die Würfelflächen ſind alſo zunächſt Vier— 
ecke (Vierſeite) mit gleich langen Seiten. 

[Der Schüler übe ſich ſchon jetzt im Ziehen gerader Linien mit 
Lineal und Reißfeder und ſtelle mit Hülfe des Zirkels z. B. Centi⸗ 
meter-Maßſtäbe von 10 oder 20 em Länge her.] 


*) Geradlinig von drei Seiten begrenzte ebene Fläche. 
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13) Jetzt ſoll die Beſchaffenheit der Würfelflächen genauer 
unterſucht werden. 

Legt man eine Kante des einen Würfels (oder die des Lineals) 
auf eine Fläche des andern Würfels, ſo erkennt man keine Lücke 
zwiſchen ihnen. Dieſes genaue Aneinanderpaſſen bleibt erhalten, wie 
man auch die Kante auf der Fläche verſchiebe oder auf ihr verdrehe. 
Demnach gehört die Würfelfläche zu der Art von Flächen, auf denen 
ſich von jedem Punkte nach jedem andern eine Gerade ziehen läßt, 
die ganz in der Fläche bleibt. Solche Flächen nennt man ebene 
Flächen. Alſo: Eine Ebene iſt eine Fläche, in der ſich von 
jedem Punkte nach jedem andern Punkte eine Gerade ziehen 
läßt, die nirgends aus der Fläche heraustritt. Eine Fläche, 
auf der dies nicht überall möglich iſt, heißt eine krumme Fläche. 
[Gieb Beiſpiele an.] 

Gleitet demnach eine Gerade auf zwei ſich ſchneidenden Geraden, 
z. B. auf zwei zuſammenſtoßenden Würfelkanten hin, ſo kann ihr 
Weg nur diejenige Ebene ſein, die zwiſchen den beiden Geraden mög— 
lich iſt. Weil dieſe Ebene alle anderen zwiſchen den beiden Geraden 
möglichen Geraden ganz in ſich aufnimmt, ſo iſt zwiſchen beiden nur 
dieſe einzige Ebene möglich. Alſo: Durch zwei ſich ſchneidende 
Gerade iſt ſtets eine und nur eine Ebene beſtimmt. Ragt die 
bewegte Gerade über die beiden ſich ſchneidenden hinaus, ſo erhält 
man zugleich die Fortſetzung der Ebene, die ſich ins Endloſe erſtrecken 
kann. Auch durch drei Punkte im Raume, die nicht in einer 
Geraden liegen, iſt ſtets eine Ebene möglich, denn von dem 
einen aus laſſen ſich nach den beiden andern Gerade ziehen. 

Dasſelbe gilt von einer Geraden und einem außerhalb derſelben 
liegenden Punkte, denn durch dieſen läßt ſich eine Gerade legen, die 
die andere irgendwo ſchneidet. 

Dagegen brauchen vier Punkte nicht immer in einer Ebene zu 
liegen, denn der vierte kann ſich außerhalb der durch die drei andern 
beſtimmten Ebene befinden. [Vierbeinige Tiſche und Stühle wackeln 
bisweilen, dreibeinige nie. Warum?! 

Auch durch zwei Gerade läßt ſich nicht immer eine Ebene legen, 
denn ihre Endpunkte können vier Punkte ſein, die nicht zu derſelben 
Ebene gehören. Dieſe Geraden ſchneiden ſich dann nicht, wie weit 
man ſie auch verlängere, denn ſonſt würde ſich doch eine Ebene durch 
ſie und die vier Punkte legen laſſen. Sich kreuzende Gerade 
ſind ſolche, durch die ſich keine Ebene legen läßt. Man nennt ſie 
auch windſchiefe Gerade. (Suche windſchiefe Gerade am Würfel, 
an den Wänden des Zimmers auf. Es giebt windſchiefe Dächer, 


www.rcin.org.pl 


III, Erläuterung d. wichtigſt. geometr. Begriffe an Modellen u. Zeichnungen. 9 


d. h. nicht ebene Dächer, da bisweilen die (horizontale) Firſte und 
die (horizontale) Grundlinie der Dachfläche des unregelmäßigen Grund⸗ 
riſſes halber windſchiefe Gerade ſind. Ein aus windſchiefen Geraden 
beſtehendes Viereck heißt ein windſchiefes Viereck. 


14) Stellt man den einen Würfel auf den andern, ſo berühren 
ſich die entſprechenden beiden Flächen vollkommen, wie man ſie auch 
aufeinander hinſchiebe oder aufeinander verdrehe. Denkt man ſich 
auf den einen Würfel ſtatt des zweiten eine dünne Metallplatte auf⸗ 
gelegt, durch die eine ebene Fläche veranſchaulicht werden ſoll, ſo 
läßt ſich die genannte Deckung ſowohl mit der einen, als auch mit 
der anderen Seite der Platte erzielen. Alſo: Legt man zwei 
Ebenen aufeinander, ſo kann man die eine auf der anderen 
und ihrer Verlängerung beliebig verſchieben und verdrehen, 
ohne daß beide irgendwo auseinander treten, und das ge— 
naue Aneinanderpaſſen bleibt auch nach dem Umklappen 
der einen Ebene erhalten. Der Verſuch mit krummen Flächen 
zeigt, daß ihr Zuſammenpaſſen entweder durch Verſchiebung allein, 
oder durch Drehung allein, oder durch beides zugleich aufgehoben 
wird, ebenſo durch das Umklappen nebſt Verſchiebung und Drehung 
aufgehoben werden muß. (Beiſpiele.) 

Damit iſt erklärt, was es ſagen ſoll, daß die gleichſeitigen 
Vierecke des Würfels nicht windſchiefe, ſondern ebene Vierecke ſind. 
Jetzt iſt auch folgende Erklärung verſtändlich: Die Raumlehre 
zerfällt in die Lehre von den ebenen Gebilden, d. h. die 
Planimetrie und die Lehre von den nicht ebenen Gebilden, 
d. h. die Stereometrie. Die Planimetrie wird auch als Geometrie 
(im engeren Sinne) bezeichnet. 


15) Jetzt ſoll unterſucht werden, was es bedeutet, daß gewiſſe 
Würfelflächen oder Würfelkanten oder auch Flächen und Kanten auf— 
einander ſenkrecht ſtehen. 

Ein ruhig an einem Faden hängendes Gewicht giebt dieſem die 
Geſtalt einer Geraden und eine Richtung, die man als die ſenk— 
rechte bezeichnet. (Vergleiche das Lot der Maurer, von dem die 
Bezeichnung lotrecht kommt. Vom aufrecht ſtehenden Menſchen 
kommt die Bezeichnung ſcheitelrecht oder vertikal, vom Perpen— 
dikel der Uhr die Bezeichnung perpendikulär.) 

Die freie Oberfläche ruhig ſtehenden Waſſers in einem größeren 
Gefäße darf, wie man mit dem Lineale prüfen kann, als eine Ebene 
betrachtet werden. Die Lage dieſer Ebene wird als die wagerechte 
oder horizontale bezeichnet. In dieſer Ebene laſſen ſich von jedem 
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Punkte aus beliebig viele Gerade ziehen, die man ſämtlich als hori— 
zontale Gerade bezeichnet. [Vergl. die Waſſerwage (Kanalwage) 
und andere Nivellier-Inſtrumente, mit denen geprüft wird, ob Gerade 
oder Ebenen horizontal ſind. Anwendung beim Bauen, beim Ver— 
ebnen (Planieren) größerer Plätze und beim Herſtellen der wagerechten 
Schienenbahn (Eiſenbahn-Planum) .] 

Ebenen und Gerade, die nicht horizontal ſind, werden als 
ſchräge Ebenen, bezw. Gerade bezeichnet. [Kugeln rollen von hin— 
reichend ſchiefen Ebenen herab, größere Waſſermaſſen fließen auch bei 
dem geringſten Gefälle auf ihnen abwärts, wie man es an jedem 
Strome beobachten kann.] 


16) Von jeder ſenkrechten Geraden ſagt man, ſie ſtehe ſenk— 
recht auf jeder wagerechten Ebene und auf jeder wagerechten 
Geraden, von der ſie geſchnitten wird. Steht alſo z. B. der 
Würfel auf der wagerechten Ebene des Tiſches, und zeigt die Prüfung 
mit dem Lote, daß die Seitenkanten ſenkrechte Gerade ſind, ſo iſt 
zugleich gezeigt, daß dieſe erſtens ſenkrecht auf den anſtoßenden 
Grundkanten ſtehen, und daß ſie zweitens auch ſenkrecht auf der 
Grundfläche des Würfels ſtehen. Dies gilt nun ſtets, welche 
Würfelfläche man auch als Grundfläche betrachte, und außerdem wird 
die gegenſeitige Lage der Kanten, ebenſo die Lage der Kanten zu 
den Flächen nicht geändert, wenn man dem Würfel eine beliebige 
ſchräge Stellung im Raume giebt. Folglich: a) Je drei in einer 
Ecke zuſammenſtoßende Würfelkanten ſtehen aufeinander ſenkrecht; 
b) jede Würfelkante ſteht ſenkrecht auf den beiden Würfelflächen, 
mit denen ſie in den Eckpunkten zuſammentrifft. Allgemein ſagt 
man für ganz beliebige Lagen: Zwei ſich ſchneidende Gerade 
ſtehen aufeinander ſenkrecht, wenn dadurch, daß man die 
eine in eine ſenkrechte Lage bringt, die andere in eine wage— 
rechte Lage gezwungen wird. 


17) Von zwei ſich ſchneidenden Geraden, die ſenkrecht aufeinander 
ſtehen, ſagt man auch, ſie bilden einen rechten Winkel mit— 
einander. Die beiden Geraden heißen dabei Schenkel des Winkels, 
der Schnittpunkt heißt der Scheitel desſelben. [Der allgemeine Be— 
griff des Winkels ſoll erſt ſpäter erläutert werden.] An den auf: 
einander gelegten Flächen zweier Würfel erkennt man, daß rechte 
Winkel ſo zur Deckung gebracht werden können, daß ihre Schenkel 
aufeinanderfallen. Sind die Schenkellängen verſchieden, ſo ſagt man 
trotzdem ganz allgemein, die Winkel ſeien kongruent. Alſo: 

Rechte Winkel ſind kongruent. 
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Verlängert man die Schenkel eines rechten Winkels über den 
Scheitel hinaus, ſo entſtehen im Ganzen vier um den Scheitelpunkt 
herum liegende Winkel, die wie die Probe zeigt, untereinander zur 
Deckung gebracht werden können, folglich ſämtlich Rechte ſind. Alſo: 
In der Ebene können um einen Punkt herum vier rechte 
Winkel aneinander gelegt werden. [Man lege vier Quadrate 
entſprechend aneinander oder ſtelle vier Würfel in derſelben Weiſe 
zuſammen.] 


18) Auf Grund der Kongruenz rechter Winkel kann man als 
vorläufiges Hülfsmittel zum Zeichnen derſelben eine Schablone 
verwenden, das allgemein gebrauchte Rechtwinkeldreieck (kürzer Winkel— 
dreieck oder Winkelhaken ge⸗ 


nannt). In Fig. 2 iſt gezeigt: 4 ee 
a) wie man mit Hülfe des N 
Lineals und des Winkel— 

dreiecks auf einer Geraden \ 
AB im Punkte C eine Senf: 

rechte (ein Lot) CD errich— AR 
tet, b) wie man von einem * 


Punkte D aus auf eine Ge— 
rade 43 ein Lot fällt, 
e) wie man prüft, ob ein 
Winkel BOD ein Redter iſt. B 
[Die Brauchbarkeit des Win⸗ 
keldreiecks prüft man, indem man 
mit ſeiner Hülfe einen rechten 
Winkel 50 é zeichnet, BO über C hinaus verlängert und verſucht, 
ob das Winkeldreieck genau in den Winkel D044 hineinpaßt.] 
Bei jedem rechtwinkligen Dreieck ſollen von jetzt ab die den 
rechten Winkel einſchließenden Seiten als Katheten, die ihm gegen— 
überliegende Seite als Hypotenuſe bezeichnet werden. 


19) Im Anſchluß an das unter 16) geſagte gilt für allgemeine 
(ſchräge) Lagen folgendes: Eine Gerade und eine Ebene ſtehen 
aufeinander ſenkrecht, wenn dadurch, daß man die Gerade 
in eine ſenkrechte Lage bringt, die Ebene in eine horizontale 
Lage gezwungen wird. Bringt man dagegen die Gerade in eine 
horizontale Lage, ſo wird die Ebene in eine Lage gezwungen, die 
man die ſenkrechte Lage nennt. Wo findet dies am Würfel ſtatt, 
wenn man ihn auf die Ebene des Tiſches ſtellt? — Prüfung mit dem 
Lote zeigt an den Seitenflächen dieſes Würfels, daß man in einer 
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ſenkrechten Ebene unzählige ſenkrechte Gerade ziehen kann. Durch 
zwei ſenkrechte Gerade läßt ſich ſtets eine ſenkrechte Ebene legen. 
Von der ſenkrechten Ebene ſagt man, ſie ſtehe ſenkrecht auf 
jeder waagerechten Ebene. Allgemein gilt für beliebige ſchräge 
Lagen: Zwei Ebenen ſtehen aufeinander ſenkrecht, wenn 
dadurch, daß man der einen eine horizontale Lage giebt, 
die andere in eine ſenkrechte Lage gezwungen wird. Er— 
richtet man auf der Schnittkante ſolcher Ebenen in einem Punkte 
Lote, die in den Ebenen liegen, ſo bilden dieſe einen rechten Winkel. 
Umgekehrt: Stehen dieſe Lote aufeinander ſenkrecht, ſo ſtehen auch 
die Ebenen aufeinander ſenkrecht und bilden einen rechten Winkel. 
[Zeige dies am Würfel und an den Wänden des Zimmers.] Die 
von Ebenen gebildeten rechten Winkel ſind kongruent. [Möglichkeit 
des Ineinanderſchiebens von Schachteln und Kaſten mit rechten 
Winkeln. 


20) Steht eine Gerade ſenkrecht anf einer Ebene, ſo bildet ſie, 
wie unter 16) gezeigt wurde, mit allen durch ihren Fußpunkt (Schnitt⸗ 
punkt) gehenden Geraden der Ebene rechte Winkel. Da dieſe aber 
untereinander kongruent ſind, ſo folgt: Die Drehung einer Geraden 
um eine ſie rechtwinklig ſchneidende feſte Gerade giebt als 
Weg eine Ebene, die auf der Geraden ſenkrecht ſteht. (Drehe 
zur Probe das Winkeldreieck um eine der Katheten.) Anders aus— 
gedrückt: Dreht ſich eine Ebene um eine zu ihr ſenkrechte 
Gerade, ſo bewegt ſie ſich in ſich ſelbſt. Dreht man eine 
Ebene unter Feſthaltung zweier ihrer Punkte (vgl. die ſich um die 
Angeln drehende Stubenthür), ſo bleibt die gerade Verbindungslinie 
dieſer Punkte unverändert in ihrer Lage. Durch zwei Punkte laſſen 
ſich alſo unzählige Ebenen legen und ſämtliche ſchneiden ſich in der 
Verbindungslinie dieſer Punkte. Folglich: Schneiden ſich zwei 
Ebenen, ſo iſt die Durchſchnittslinie eine Gerade. Kennt 
man zwei Schnittpunkte der Ebenen, ſo kennt man auch die 
ganze Schnittlinie beider Ebenen. 

[Am Würfel der Fig. 1 find durch die Punkte 5 und F die 
ſenkrechten Ebenen 45 HE, BCGF und FBDH gelegt. BF iſt 
ihre gemeinſchaftliche Schnittlinie. BF ſteht ſenkrecht auf BA, BD 
und BC. Man kann die Ebene ABFE um BF in die Lage 
BCG drehen. Dabei bewegt ſich AB in der Grundfläche 40D. 
Zeige am Würfel rechte Winkel, die zwiſchen den Kanten, zwiſchen 
den Ebenen und zwiſchen Kanten und Ebenen vorkommen.] 


*) Man denke ſich noch die Geraden BD und FH gezogen. 
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21) Jetzt ſoll unterſucht werden, was es heißt, je vier Würfel—⸗ 
kanten ſeien gleichlaufend oder parallel. Zu dieſem Zwecke ſei 
Einiges über den Begriff der Symmetrie vorausgeſchickt. 

Verlängert man das von einem Punkte D auf eine Gerade AB 
(Fig. 3) gefällte Lot DC über die Gerade hinaus um ſich ſelbſt, jo 
daß D. = DC it, jo nennt man den Punkt D, das Spiegelbild 
von D in Bezug auf die Gerade AB. In Fig. 3 iſt auch von 
einem andern Punkte 2 das Spiegelbild E. 
gebildet. Damit iſt zugleich das Spiegelbild 
D. Zi zu der Geraden DE gefunden. Klappt 
man den links von AB liegenden Teil der 
Figur um die Gerade AB auf den rechten 
Teil, ſo decken ſich wegen der Kongruenz der 
rechten Winkel und der Gleichheit der Längen 
die Lote mit ihren Fortſetzungen (welche 
letzteren alſo Spiegelbilder der Lote ſind), ſo 
daß die Endpunkte ſich gleichfalls decken. Weil 
jo D auf D. und E auf E, fällt, jo decken 
ſich auch die Geraden DE und D. EI. Das 
Spiegelbild eines ebenen Gebildes 
gegen eine Gerade derſelben Ebene iſt 
ſtets ein kongruentes Gebilde. [Die 
Deckung kann im allgemeinen nur durch 
Umklappen um die ſpiegelnde Gerade erreicht 
werden.] Dieſe beſondere Lage kongruenter Gebilde gegen einander 
nennt man die ſymmetriſche Lage. Die ſpiegelnde Gerade heißt 
die Symmetrieachſe. In Fig. 3 find z. B. die Vierecke ODEF 
und C. E. J kongruent und ſymmetriſch zu einander in Bezug auf 
die Symmetrieachſe AB. Dasſelbe gilt von den Dreiecken C 
und C6. Folglich: Rechtwinklige Dreiecke ſind kongruent, 
wenn die Katheten des einen gleich denen des andern ſind. 

Die Punkte der Symmetrieachſe entſprechen beim Umklappen ſich 
ſelbſt. Verbindet man zwei andersliegende entſprechende Punkte ſym— 
metriſcher Gebilde durch eine Gerade, ſo ſteht dieſe ſenkrecht auf der 
Symmetrieachſe und wird durch dieſelbe halbiert. 

[Jeder Punkt der Geraden AB in Fig. 3 iſt gleichweit von 
D und D, entfernt, denn die entſprechenden rechtwinkligen Dreiecke 
ſind ebenſo, wie P06 und 5 06 kongruent. Dreht man nun AB 
um die feſtgehaltene Gerade DD, ſo iſt der Weg von AB eine 
Ebene. Dabei bleibt jeder Punkt der gedrehten Geraden gleich weit 
von D und D, entfernt. Alſo gilt folgende Erklärung der Ebene: 


Fig. 3. 
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Die Ebene iſt eine Fläche, bei der jeder Punkt gleichen Ab— 
ſtand von zwei gegebenen Raumpunkten hat. Y iſt ſymmetriſch 
gegen D. in Bezug auf die ſo entſtandene Ebene. Es giebt alſo 
auch Symmetrie im Raume gegen eine Ebene. Dabei findet jedoch 
im allgemeinen keine Kongruenz ſtatt. So kann z. B. die rechte 
Hand in ſymmetriſche Lage gegen die linke gebracht werden, beide 
ſind aber nicht kongruent, ſo daß z. B. der rechte Handſchuh nicht 
auf die linke Hand paßt. Dagegen iſt das Spiegelbild der rechten 
Hand kongruent der linken Hand.] 

Die Symmetrie iſt nicht nur für die Geometrie, ſondern auch 
für das Zeichnen von Kunſtformen und für die Architektur von be— 
ſonderer Wichtigkeit. 

Aufgabe. Zu einer beliebigen geradlinigen Figur (3. B. zu 
einem unregelmäßigen Fünfeck) die ſymmetriſche Figur in Bezug 
auf eine beliebige Gerade derſelben Ebene zu konſtruieren. 


22) Die Symmetrie läßt ſich zum Beweiſe des folgenden wich— 
tigen Satzes benutzen: 

Stehen zwei Gerade einer Ebene auf einer dritten 
Geraden derſelben Ebene ſenkrecht, ſo ſchneiden ſie ſich 
nicht, wie weit man ſie auch beiderſeits verlängere. 

Beweis. In Figur 3 ſeien DC und EF Lote auf AB. Man 
bilde ihr Spiegelbild gegen AB, alſo die Fortſetzungen über AB 
hinaus und denke ſich beide Gerade nach rechts und links ins End— 
loſe verlängert. Der linke Teil der Zeichnung iſt dem rechten Teile 
kongruent. Angenommen alſo, die beiden Lote ſchnitten ſich auf der 
linken Seite, dann müßten ſie ſich in kongruenter Weiſe auch auf 
der rechten Seite ſchneiden. Dann aber hätte man zwei getrennte 
Gerade zwiſchen den beiden Schnittpunkten, was unmöglich iſt. Alſo 
iſt das Schneiden der beiden Lote überhaupt unmöglich. [Man halte 
zwei Stäbe ſenkrecht gegen den Spiegel oder lege einen Würfel an 
dieſen an und unterſuche die Spiegelbilder im beſprochnen Sinne.] 

Bezeichnet man nun Gerade einer Ebene, die ſich nicht 
ſchneiden, wie weit man fie auch verlängere, als parallel (d.h. 
gleichlaufend), ſo läßt ſich der Satz auch folgendermaßen ausſprechen: 

Stehen zwei Gerade einer Ebene auf einer dritten 
Geraden derſelben Ebene ſenkrecht, ſo ſind ſie parallel. 

Bei dem in Fig. 1 dargeſtellten Würfel ſtehen EA und BF 
ſenkrecht auf der in ihrer Ebene liegenden Geraden AB, beide find 
alſo parallel. Dasſelbe gilt von BF und 06 in Bezug auf BC, 
dasjelbe von C6 und DH in Bezug auf CD, ebenſo von DH 
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und 4 E in Bezug auf AD. Es gilt aber auch von AE und 06 
in Bezug auf die in derſelben Ebene liegende Gerade 40, ebenſo 
von BF und DH in Bezug auf BD. Folglich: Je vier Kanten 
des Würfels ſind parallel. Überhaupt erkennt man: Lote auf 
derſelben Ebene ſind ſtets parallel. 


23) Das Weſen der parallelen Geraden klärt ſich durch Fig. 4 
genauer auf. Hier ſeien AB und C unbegrenzte Gerade, beide ſenk— 
recht auf der unbegrenzten Geraden E, alſo parallel. M und N feien 
die Schnittpunkte mit EF. Man erteile jetzt der Geraden EF in der 


Zeichnungsebene eine Drehung um , ſo weit, bis fie wieder mit der 
Anfangslage zuſammenfällt, aber in entgegengeſetzter Richtung. Nahm 
E ſo die Lagen EI Fi, E,F,, E,F,, E. Fa, Ez Hz an, fo wanderte 
der Durchſchnitt N über N, und N, nach rechts. Näherte fi EF 
der Lage E,F,, wo es mit OD zuſammenfällt, jo entzog ſich der 
weit fortrückende Schnittpunkt allmählich der Beobachtung, und in der 
Lage OD ſelbſt konnte er nicht mehr vorhanden fein. Dreht man 
EF über die Lage OD hinaus, fo kommt der Schnittpunkt links aus 
großer Entfernung heranrückend wieder zum Vorſchein und geht über 
N, und N, nach dem Ausgangspunkte N zurück. 

Aus der Anſchauung entnimmt man dabei Folgendes: EF hat 
in allen Lagen mit AB einen Schnittpunkt, nur in der, 
parallelen Lage nicht. Je näher EF der parallelen Lage kommt, 
in um ſo größerer Entfernung liegt der Schnittpunkt. (Bei un⸗ 
endlicher Annäherung an die parallele Lage ſagt man, der Schnitt⸗ 
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punkt ſei unendlich fern.) Das Paſſieren der parallelen Lage läßt 
den Schnittpunkt plötzlich einen unendlich großen Sprung von rechts 
nach links (oder umgekehrt) machen. Im Übrigen iſt ſeine Bewegung 
bei ſtetiger Drehung eine ſtetige. Weil die Parallelen gegen das 
gemeinſchaftliche Lot gleichweit gedreht ſind (um 900), gelten ſie als 
gleichgerichtet. Iſt z. B. die eine horizontal, ſo iſt es auch die 
andere, iſt die eine vertikal, ſo iſt es auch die andere. 

Ferner entnimmt man aus der Anſchauung dieſes Drehungs⸗ 
verfahrens folgendes: 

Durch einen Punkt (M) läßt ſich zu einer Geraden (AB) 
nur eine einzige Parallele legen. 

Da man dieſe erhält, wenn man auf dem vom Punkte () auf 
die Gerade (AB) gefällten Lote in M eine Senkrechte errichtet, jo folgt: 

Steht eine Gerade ſenkrecht auf einer von zwei Paral— 
lelen, ſo ſteht ſie auch ſenkrecht auf der andern. 

Unterſucht man alſo den Abſtand zweier Parallelen an irgend 
einer Stelle, ſo handelt es ſich um die Meſſung der dort auf beiden 
zugleich ſenkrecht ſtehenden Geraden. 


24) Das Spiegelbild einer Geraden gegen eine zu ihr 
Parallele iſt eine Parallele zu beiden. 

Fig. 6. In Fig. 5 ſeien die unbegrenzten Geraden AB 
D B D, und C parallel, C. D. ſei das Spiegelbild von 
CD gegen AB. Weil nun links von AB kein 
Schnitt ſtattfindet, ſo findet ein ſolcher auch rechts 
von AB nicht ſtatt. Alſo treffen ſich weder D,C, 
und AB, noch D,C, und DO. 
R (Der Beweis kann auch mit Hülfe eines gemein- 

| 

| 


ſchaftlichen Lotes geführt werden. Mit Hülfe des 
letzteren zeigt man auch, daß zwei Gerade, die 
zu einer dritten parallel ſind, auch unter 
ſich parallel ſind.) 


7 % 25) In Fig. 6 Stehen AB und C beide ſenk⸗ 

recht auf KL, und FE ſtehe ſenkrecht auf den 
beiden Parallelen. E. Vi ſei das Spiegelbild von EF in Bezug auf 
KL. Aus der Symmetrie folgt, daß EY = Ei Ji iſt, daß alſo die 
Parallelen bei F und F, denſelben Abſtand haben. Verſchiebt man 
das ſpiegelnde Lot KL nach rechts oder links, jo verſchiebt ſich auch 
EI Vi, aber es bleibt ſtets gleich EF. Folglich iſt der Abſtand der 
Parallelen AB und C überall gleich EF. Allgemein folgt: Paral— 
lele Gerade haben überall denſelben Abſtand. 


2 
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26) Sind nun AB und OD zwei Gerade derſelben Ebene, die zu⸗ 
nächſt nur an zwei Stellen denſelben Abſtand EF bezw. E F, in demſelben 


Sinne (alſo nicht ent⸗ Fig. 6. 
gegengeſetzt) haben, ſo 
läßt ſich zeigen, daß ſie 2 


überall denſelben Ab- 

ſtand EF haben, alſo 

pashellel ſird. Denn die 
zu AB durch F gelegte 
Parallele kann das Lot 
Ei Vi nach vorigem 
Satze nur in F, ſchnei⸗ 
den. Da nun zwiſchen “ “ 
und F, nur eine einzige 
Gerade möglich iſt, ſo 
fällt FF, ganz mit der 
Parallelen zuſammen. 
Alſo: Haben zwei Gerade einer Ebene an zwei Stellen gleiche 
Entfernung von einander, und zwar in demſelben Sinne, 
ſo haben ſie überall denſelben Abſtand, ſie ſind alſo parallel. 


* 


27) Denkt man ſich eine Gerade OD um die in der Zeichnungs— 
ebene liegende Parallele AB gedreht, jo entſteht die ſogenannte 
Cylinderfläche. Dieſe enthält alle Punkte und alle Parallelen des 
Raumes, die von AB dieſelbe Entfernung haben. AB heißt die 
Achſe der Cylinderfläche oder auch des Cylinderkörpers. Da 
nun die Zeichnungsebene die Drehung ſtets mitgemacht hat, ſo war 
ſie in jeder Lage zwiſchen beiden Parallelen vorhanden. Daraus folgt: 

Durch zwei Parallele läßt ſich ſtets eine Ebene legen. 
(Dadurch beſtätigt ſich die Bemerkung am Schluß von 19.) Folglich 
entſteht auch dann eine Ebene, wenn eine Gerade auf zwei 
Parallelen hingleitet. 


28) Zeichnet man zwei Parallele und zwei ihrer Abſtände, fo entſteht 
ein Viereck mit lauter rechten 


Winkeln, das ſogen. Rechteck. 
on) 40 und Pe 
BD {ind die Diagonalen 
desſelben. Je zwei gegenüber- | 
liegende Seiten ſind Abſtände 
der andern parallelen Seiten. 
Folglich: A 
Holzmüller, Mathematik. I. 2 
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Die Gegenſeiten des Rechtecks ſind einander gleich. 
Ferner hat das Rechteck zwei Symmetrieachſen, ſo daß die Diagonalen 
gleich ſind und ſich gegenſeitig halbieren. M ift der Mittelpunkt. 

Sind zwei zuſammenſtoßende Rechtecksſeiten gleich, ſo heißt 
das Rechteck ein Quadrat. (Vergl. Fig. 8.) Zwei Quadrate von 

Fig. 8. gleicher Seitenlänge laſſen ſich (auf Grund der 

2 € Kongruenz rechter Winkel) zur Deckung bringen 

R (find kongruent). Dieſe Deckung läßt ſich erzielen, 

indem man eine Seite des einen auf eine be— 

liebige Seite des andern legt. Weil demnach 

jede Seite jede andere und jede Ecke ebenfalls 

jede andere erſetzen kann, nennt man das Quadrat 

ein regelmäßiges Viereck. Dasſelbe hat vier 
Symmetrieachſen, die in Fig. 8 angegeben find. 

Jetzt iſt aufgeklärt, was es heißen ſoll, gewiſſe Würfelkanten 
ſchnitten ſich nicht, wie weit man ſie auch verlängere, und hätten ſtets 
denſelben Abſtand von einander; die Würfelflächen aber ſeien regel— 
mäßige Vierecke oder Quadrate. 


A 


29) Aufgabe. a) Mit Hülfe des Winkeldreiecks durch einen 
Punkt zu einer Geraden AB eine Parallele zu ziehen. 
In Fig. 9 iſt gezeigt, wie man zunächſt das Winkeldreieck mit der 
einen Kathete an AB anpaßt, ſodann das Lineal an die andere Kathete 
Fig. 9. anlegt und feſthält. Das Dreieck wird 
u jetzt am Lineale hin verſchoben, bis es 
durch C geht, worauf die geſuchte Paral⸗ 
lele CD gezogen werden kann. [CD und 
AB find beide ſenkrecht auf EF. 
Aufgabe. b) Über einer beliebig 
„liegenden Geraden AB ein Quadrat 
zu errichten. 

Auflöſung. Errichte in den Endpunkten 
auf AB Senkrechte und mache beide gleich 
4B. Die Verbindungslinie der neuen 
Endpunkte wird von ſelbſt gleich und pa⸗ 
rallel zu AB. 

Aufgabe. c) Über einer horizontalen 
Geraden von der Länge 5 em ein Rechteck von der Höhe 3 em zu 
zeichnen. Dieſes Rechteck ſoll mit Hülfe des Maßſtabs in Quadrate 
von der Seitenlänge 1 em zerlegt werden. Die Anzahl der Quadrate 
iſt anzugeben. Bemerkung: Man erhält 3-5 = 15 Quadratcentimeter 
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und bezeichnet dies als den Inhalt des Rechtecks. Daher ſagt man 
in abgekürzter Redeweiſe: Der Inhalt eines Rechtecks iſt 
Grundlinie mal Höhe.] 


30) Zwei parallele, nur einſeitig begrenzte Gerade AB und OD 
mögen auf 40 ſenkrecht ſtehen. Jetzt drehe man das Gebilde um 40, 
jo daß zwei auf 40 ſenkrechte Ebenen entſtehen. Weil die Paral⸗ 
lelen überall denſelben Abſtand haben und ſich nirgends ſchneiden, ſo 
haben auch die beiden Ebenen überall denſelben Abſtand und ſchneiden 
ſich nirgends. Solche Ebenen nennt man parallele Ebenen. Folglich: 

Stehen zwei Ebenen auf derſelben Geraden ſenkrecht, 
ſo ſind ſie parallel. (Vergleiche parallele Zimmerwände und die 
ſie verbindenden Kanten.) 

Jene Bedingung iſt bei gegenüberliegenden Würfelflächen erfüllt, 
alſo ſind dieſelben parallel. — Von jeder Geraden in einer zu einer 
andern parallelen Ebene ſagt man, ſie ſei zur letzteren parallel. [Zeige 
dies am Würfel.] 


31) Zwei Würfel von derſelben Kantenlänge ſind kon— 
gruent, d. h. man kann ſie ſich in der Vorſtellung ſo in einander 
geſchoben denken, daß die Ecken des einen in die des andern, die 
Kanten des einen in die des andern, die Flächen des einen in die 
des andern fallen. Denn zunächſt laſſen ſich zwei Quadrate auf 
einander decken. Wegen der Kongruenz der rechten Winkel (bei Kanten, 
und bei Flächen) fallen auch die ſeitlichen Flächen und Kanten zu— 
ſammen u. ſ. w. 

Dabei iſt es gleichgültig, welche Flächen man zur Deckung bringt. 
Folglich: Der Würfel iſt ein regelmäßiger Körper. 

32) Aufgabe: Das Flächennetz eines Würfels von gegebener 
Kantenlänge zu zeichnen und den Fig. 10. 

Körper im Modell darzuſtellen. 85 

In Figur 10 iſt das Netz ge— 
zeichnet. Wo ſich Quadrate berühren, 
iſt nach dem Ausſchneiden der Ger TI 


ſamtfigur jedesmal ein Knick zu | 

machen. — | 
Damit find ſämtliche geome— 

triſchen Begriffe, die in der Be: 

ſchreibung des Würfels vorkommen, 

erläutert und die ausgeſprochenen 

Behauptungen bewieſen. Mit Rückſicht auf die Übungen im praktiſchen 

Rechnen ſollen jedoch noch einige Bemerkungen angeſchloſſen werden. 

2 * 
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33) Aus 4 Quadraten von gleicher Seitenlänge läßt ſich ein 
Quadrat von doppelter Seitenlänge zuſammenlegen (warum?), aus 9 
Quadraten ein Quadrat von dreifacher Seitenlänge, aus 16 Quadraten 
ein ſolches von vierfacher Seitenlänge, u. ſ. w. Man nennt daher 
die Zahlen 1. 1 = 1, 22 = 4, 3.3 = 9, 4.4 = 16 u. ſ. w. 
Duadratzahlen.*) [Der Schüler zeichne die entſprechenden Figuren.] 
Außerdem folgt: Verhalten ſich die Seitenlängen verſchiedener 
Ouadrate wie 1:2: 3: 4 u. ſ. w., jo verhalten fi ihre 
Flächenräume wie die Quadratzahlen 1:4: 9: 16 u. ſ. w.. 
Demnach verhalten ſich Quadratmillimeter, Quadratcentimeter, Quadrat⸗ 
decimeter und Quadratmeter wie 1:10.10: 100. 100: 1000. 1000 
oder wie 1: 100: 10000 : 1000 000. 

Allgemein: 

Die Inhalte zweier Quadrate verhalten ſich, wie die 
Quadratzahlen ihrer Seitenlängen. 


34) Aus 8 Würfeln von gleicher Kantenlänge läßt ſich ein 
Würfel von doppelter Kantenlänge aufbauen (warum?), aus 27 ein 
ſolcher von dreifacher Kantenlänge, aus 64 ein ſolcher von vierfacher 
Kantenlänge u. ſ. w. Daher nennt man die Zahlen 1 1.1 = 1, 
2.2.2 288, 3.3.3 = 27, 4.4. 4 = 64 u. ſ. w. Kubikzahlen 
(eubus = Würfel). Verhalten ſich alſo die Kantenlängen von 
Würfeln wie 1:2: 3: 4 u. ſ. w. fo verhalten ſich ihre Raum- 
inhalte wie die Kubikzahlen 1:8: 27: 64 u. ſ. w. 

Daher verhalten ſich Kubikmillimeter, Kubikceentimeter, Kubik⸗ 
decimeter, Kubikmeter wie 1: 10. 10 - 10: 100 100 - 100: 
1000 - 1000 1000 oder wie 1: 1000: 1000 000 : 1000 000 000. 
Allgemein: Die Inhalte zweier Würfel verhalten ſich, wie 
die Kubikzahlen ihrer Kantenlängen. 


35) Das Gewicht eines Kubikmillimeters Waffer**) heißt Milli- 
gramm, das eines Kubikcentimeters heißt Gramm, das eines Kubik— 
decimeters heißt Kilogramm, das eines Kubikmeters Tonne. Dieſe 
Gewichte verhalten ſich alſo wie die letztgenannten Zahlen. — Ein 
Schiff von 8000 Kubikmeter Waſſerverdrängung z. B. wiegt mit 
ſeiner Ladung ebenſoviel, wie das verdrängte Waſſer, alſo 8000 
Tonnen. — Unter ſpezifiſchem Gewicht eines Stoffes verſteht 
man die Zahl, die angiebt, wieviel mal ſo ſchwer irgend eine Menge 
desſelben iſt, als ein gleicher Rauminhalt (Volumen) Waſſer. 


*) Die Arithmetik ſchreibt 15, 22, 3° u. ſ. w. ſtatt 1-1, 2.2, 3-3, 
u. ſ. w; fie ſchreibt ferner 1°, 2°, 3°, ... ſtatt 1.1.1, 2.2.2, 3.3. 3, 
**) Chemiſch rein, im Zuſtande größter Dichtigkeit (bei 4° Celſius). 
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Aufgabe. Wieviel wiegt ein Eiſenwürfel von 4 mm Kanten⸗ 
länge, oder von 4 em, oder von 4 dem, oder von 4 m Kantenlänge, 
wenn das ſpecifiſche Gewicht des Eiſens 7,5 iſt? (Auflöſung 
480 Milligramm, bezw. 480 g, 480 kg, 480 Tonnen.) 

Aufgabe. Wieviel wiegt ein Kubikmeter Luft, wenn ihr 


ſpecifiſches Gewicht 1; ift?*) 


Aufläſung.  — 177 kg. 


77 773 

Aufgabe. Wieviel Quadratkilometer faßt eine Quadratmeile, 
wenn 1 Meile gleich 7,5 Kilometer iſt? 

Auflöſung. 7,5 7,5 = 56,25 Quadratkilometer. 


Aufgabe. Wieviele Kubikkilometer faßt eine Kubikmeile? 


36) Aus Würfeln gleicher Kantenlänge läßt ſich ein Körper 
aufbauen, der von 6 Rechtecken begrenzt iſt, der ſogenannte Rechtecks⸗ 
körper. Liegen in den drei Hauptrichtungen z. B. 2, 3 und 5 Würfel 
ans bezw. übereinander, jo handelt es ſich um 2.3.5 = 30 Würfel. 
Deshalb ſagt man abgekürzt, der Inhalt des Rechteckskörpers ſei das 
Produkt aus drei aneinander ſtoßenden Kanten. 


b) Kugel und Kreis, Bogen und Winkel. 


37) Das ſchon beſprochene Lot (Gewicht am Faden hängend) 
läßt ſich um den Befeſtigungspunkt herum nach jeder Richtung in 
Pendelſchwingungen verſetzen, wobei der Abſtand vom feſten Punkte 
ſtets derſelbe bleibt. Demnach giebt es auch in der Geometrie un— 
zählige Punkte, die von einem gegebenen feſten Punkte 
dieſelbe Entfernung haben. Die Geſamtheit dieſer Punkte 
heißt die Kugelfläche, der gegebene Punkt ihr Mittelpunkt 
(Centrum), der von der Fläche eingeſchloſſene Körper heißt 
die Kugel. (Das Kugelmodell iſt zu benutzen, z. B. der Erdglobus.) 


38) Die Kugelfläche iſt eine krumme, überall in ſich zurück— 
laufende Fläche, ſie iſt alſo nirgends von Kanten begrenzt und 
zeigt keine Eckpunkte. Jede vom Centrum zur Kugelfläche gehende 
Gerade heißt Radius der Kugel (Halbmeſſer), jede Gerade durch 
das Centrum, von Kugelfläche zu Kugelfläche gemeſſen, heißt Durch— 
meſſer. Letzterer iſt das Doppelte des Radius. Alle Radien, ebenſo 


*) Gewöhnliche Zuſammenſetzung der atmoſphäriſchen Luft, dabei 
0° Celſius und 1 Atmoſphäre Spannung (760 mm Barometerſtand). 
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alle Durchmeſſer der Kugel ſind einander gleich. Die Endpunkte des 
Durchmeſſers heißen Gegenpunkte (bei der Erdkugel Antipodenpunkte, 
Gegenfüßlerpunkte). 


39) Kugeln von gleichem Radius ſind kongruent. Bringt 
man ſie nämlich in der Vorſtellung mit den Mittelpunkten zuſammen, 
ſo decken ſich die Oberflächen vollſtändig genau, weil ſonſt ungleiche 
Radien vorhanden fein müßten. Dabei kann man die eine Kugel be— 
liebig um das Centrum drehen, ohne daß die Deckung aufgehoben wird. 
Jeder Punkt der Oberfläche kann eben jeden andern erſetzen, d. h. die 
Kugel iſt ein Körper von vollkommener Regelmäßigkeit. 


40) Vom Centrum aus läßt ſich nach jedem Punkte der Kugel— 
fläche ein Radius ziehen. Jeder Radius hat eine beſtimmte Richtung 
im Raume. Der Geſamtheit der Radien entſpricht die Ge— 
ſamtheit der vom Centrum aus möglichen Richtungen. Wie 
groß man dabei den Radius nimmt, das iſt gleichgültig. Das Ge— 
ſagte gilt von allen Kugeln desſelben Centrums (koncentriſche Kugeln). 
Hat man beliebig viele Kugeln desſelben Centrums und zieht man 
einen durchgehenden Radius, ſo ſchneidet dieſer ſämtliche Kugeln. 
Von allen Schnittpunkten ſagt man, ſie liegen vom Centrum aus 
gerechnet in derſelben Richtung. [Betrachtet man z. B. das ſchein— 
bare Himmelsgewölbe als Kugelfläche mit dem Auge als Centrum, 
ſo kann man ſich vom Auge aus nach jedem Punkte der Fläche, z. B. 
auch nach jedem Sterne, einen Radius gezogen denken, wodurch alle 
vom Auge aus in das Weltall gehenden Richtungen zur Vorſtellung 
gelangen.] 


41) Legt man durch das Kugelcentrum eine Ebene, jo 
ſchneiden ſich Kugel und Ebene in einer ebenen, krummen, 
in ſich zurücklaufenden Linie (Kurve), die überall von dem 
in der Ebene liegenden Centrum denſelben Abſtand hat. 
Dieſe Linie heißt Kreis (Kreislinie, Peripherie), die von ihm um: 
ſchloſſene Fläche heißt die Kreisfläche. Jede durch das Centrum 
gelegte Ebene giebt einen ſogenannten Hauptſchnitt der Kugel, und 
dieſer muß, da der Radius gleich dem der Kugel iſt, ſtets ein größter 
Kreis der Kugel fein. Auf dem Erdglobus find die Längenkreiſe oder 
Meridiane ſolche größten Kreiſe, ebenſo der Aquator. Größere Kreiſe 
ſind auf der Kugel unmöglich, da ihr Radius über die Kugel hinaus 
reichen würde.] Die Kugelfläche wird durch jeden Hauptſchnitt in zwei 
Halbkugelflächen zerlegt, die Kugel ſelbſt in zwei Halbkugeln. 
Die erſteren und ebenſo die letzteren, ſind nach den obigen Bemerkungen 
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über die möglichen Verdrehungen kongruent. Der Hauptſchnitt iſt 
eine Symmetrie-Ebene der Kugel. 


42) Jede Gerade, die zwei Punkte der Kreislinie verbindet, 
heißt eine Sehne (Chorde) des Kreiſes. Geht ſie durch das Kreis— 
centrum, ſo heißt ſie Durchmeſſer des Kreiſes. Der Durchmeſſer 
beſteht aus zwei gleichen Radien oder Halbmeſſern. Sämtliche 
Durchmeſſer, ebenſo ſämtliche Radien des Kreiſes ſind einander gleich. 
Die Geſamtheit aller Radien, die ſich vom Mittelpunkte des Kreiſes 
aus nach ſeiner Peripherie ziehen laſſen, entſpricht der Geſamtheit 
der vom Centrum aus in der Ebene möglichen Richtungen. Schneidet 
ein Radius beliebig viele koncentriſche Kreiſe der Ebene, fo jagt man 
von ſämtlichen Schnittpunkten, ſie lägen, vom Centrum aus gerechnet 
in derſelben Richtung. Sind alſo von einer Geraden zwei Punkte, 
gegeben und iſt einer als Ausgangspunkt betrachtet, ſo iſt die Richtung 
der Geraden und ihrer geſamten Verlängerung beſtimmt. Eine Gerade 
von gegebener Länge, deren Richtung eindeutig beſtimmt iſt, heißt 
Strecke. In der anderen Richtung genommen, heißt ſie die entgegen— 
geſetzte Strecke. Iſt die Richtung gleichgültig, ſo heißt die doppelt 
begrenzte Gerade einfach die Gerade AB oder CD, je nach der Be: 
zeichnung ihrer Endpunkte. 

Die von einem Punkte aus ins Unendliche gehende, alſo nur 
einſeitig begrenzte Gerade, heißt Strahl. Kreiſe von demſelben 
Radius ſind kongruent. Sie decken ſich, ſobald man ſie mit den 
Mittelpunkten aufeinanderlegt. Dabei kann man die Kreiſe in der 
Ebene beliebig gegen einander verdrehen, ohne daß die Deckung auf— 
gehoben wird. Die Kreislinie iſt alſo eine vollkommen regel— 
mäßige ebene Kurve, jeder ihrer Punkte kann jeden andern erſetzen. 
Die verlängerte Sehne heißt Sekante. Sie kann mit dem Kreiſe 
nur zwei Punkte gemein haben. 


43) Kreislinie und Kreisfläche werden durch jeden Durch— 
meſſer in kongruente Halbkreislinien bezw. Halbkreisflächen ge— 
teilt. Folglich: Der Durchmeſſer iſt eine Symmetrieachſe des Kreiſes. 
Den Durchmeſſer kann man als die Grundlinie (Baſis) des Halb— 
kreiſes oder der Halbkreisfläche betrachten. Hält man die Endpunkte 
des Durchmeſſers feſt, und dreht man den Halbkreis vollſtändig herum, 
fo iſt der Weg der Halbkreislinie die Kugelfläche, der Weg der Halb— 
kreisfläche der Kugelkörper. Die einzelnen Punkte der Peripherie be— 
halten dabei ihren Abſtand von der Drehungsachſe bei, legen alſo 
Kreiſe zurück, die ſogenannten Parallelkreiſe. [Geht die Drehung 
nicht vollſtändig herum, ſo heißt die entſtehende Fläche das Kugel⸗ 
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zweieck, der entſtehende Körper kann als Meridianausſchnitt oder als 
körperliches Kugelzweieck bezeichnet werden.] 


44) Hält man den einen Endpunkt einer begrenzten Geraden 
feſt, und dreht man ſie in der Ebene vollſtändig herum, ſo beſchreibt 
Fig. 11. der andere Endpunkt einen Kreis, die Gerade 

B ſelbſt eine Kreisfläche. Geht die Drehung 

\ nicht vollſtändig herum, jo ift die entſtehende 
krumme Linie ein Kreisbogen, die entſtehende 

Fläche ein Kreisausſchnitt (Kreis-Sektor). 

Vergl. Fig. 11. Der Sektor iſt alſo eine von 

einem Kreisbogen und zwei zu ihm gehörigen 

Radien begrenzte ebene Fläche. Verbindet man die Endpunkte der 
beiden Radien, ſo erhält man die Sehne des Sektors bezw. des Bogens. 

Aufgabe. Zeichne mit Zirkel und Reißfeder koncentriſche Kreiſe 
mit den Radien 1, 2, 3, 4, 5 u. ſ. w. Centimeter und ziehe zwei 
aufeinander ſenkrechte Durchmeſſer des größten Kreiſes mit Hülfe des 
Lineals und des Winkeldreiecks. 

[Bemerkung. Jeder der Kreiſe wird dabei in kongruente Viertel- 
kreiſe, jede Kreisfläche in kongruente Viertelkreisflächen zerlegt.] 


M 


Fig. 12. 45) Zu einer Kreisſehne können zwei Bogen 
gehören, die im allgemeinen verſchieden ſind. In 
Figur 12 gehören zur Sehne AB die Bogen 
403 und BDA. Wird nichts Beſonderes ge— 
ſagt, ſo iſt gewöhnlich der kleinere Bogen gemeint. 
Ebenſo gehören zu zwei Kreisradien zwei im 
allgemeinen verſchiedene Sektoren. In Fig. 12 
z. B. handelt es ſich um die Sektoren MACB 
und MBDA. Wird nichts beſonderes gejagt, jo iſt in der Regel der 
kleinere von beiden gemeint. Die durch die Sehne abgeſchnittenen Teile 
gig. 15 der Kreisfläche heißen Kreisabſchnitte (Segmente). 


46) Zwei Bogen eines Kreiſes heißen gleich, 
wenn ſie ſich zur Deckung bringen laſſen. Dabei 
fallen die Kreismittelpunkte und die Endpunkte 
der Bogen aufeinander. Die Deckung iſt in 
zweierlei Sinne möglich, direkt und nach ge— 
ſchehenem Umklappen des einen Bogens. Dabei 
decken ſich auch die zugehörigen Sehnen, denn 
zwiſchen zwei Punkten iſt nur eine einzige Gerade möglich. Aus 
demſelben Grunde decken ſich auch die zugehörigen Sektoren und 


— 


4 
N 


X. 
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Segmente. Vergl. Fig. 13. Alſo: Zu gleichen Bogen eines 
Kreiſes gehören gleiche Sehnen, kongruente Sektoren und 
kongruente Segmente. Entſprechend folgt aus der Deckung kon— 
gruenter Kreisſektoren: 

Zu kongruenten Sektoren gehören kongruente Bogen, 
gleiche Sehnen, kongruente Segmente und kongruente Drei— 
ecke. Dieſe Dreiecke ſind gleichſchenklige, d. h. ſolche, in denen 
zwei Seiten gleiche Länge haben (die Radien). Ihre gleichen Seiten 
heißen Schenkel, die dritte heißt Grundlinie (Baſis). 

Spricht man bei Sehnen nur von den kleineren Bogen, Segmenten 
und Sektoren, (oder nur von den größeren), ſo folgt ebenſo: Zu 
gleichen Sehnen eines Kreiſes gehören kongruente Bogen, 
kongruente Segmente, kongruente Sektoren und kongruente 
Dreiecke. Aus letzterem folgt: 

Gleichſchenklige Dreiecke ſind kongruent, wenn die Längen ihrer 
Schenkel übereinſtimmen und auch die Grundlinien gleich lang ſind. 


47) Aufgabe. Gegeben ſei ein Kreis und in ihm eine (nicht 
allzugroße) Sehne AB. Eine Reihe aufeinanderfolgender Sehnen 
von derſelben Länge ſoll in den Kreis einge— Fig. 14. 
tragen werden. Darauf ſollen ſämtliche End: 1 
punkte mit dem Centrum verbunden werden. e \ * 

Auflöſung. Man nehme AB (Fig. 14) 5 \ 106 \ 
in den Zirkel, ſchlage damit einen Bogen um 
B, der den Schnittpunkt C giebt, ſchlage 
ebenſo einen Bogen um C, der den Schnitt- N 
punkt D giebt u. ſ. w. Die Vollendung Nn 
der Zeichnung geſchieht mit dem Lineal nach Art der Fig. 14. 

Bemerkungen: Die entſtandenen Bogen, Segmente, Sektoren 
und Dreiecke ſind kongruent. Tritt der Fall ein, daß die Reihe der 
Bogen nach einem Umgange ſchließt (daß alſo der Endpunkt des 
letzten Bogens auf 4 fällt), ſo iſt der Kreis in eine Anzahl 
fongruenter Bogen eingeteilt, die Kreisfläche in eine An— 
zahl kongruenter Sektoren. Das von den Sehnen gebildete 
Vieleck heißt dann ein regelmäßiges Vieleck (reguläres Polygon). 
Hat man nämlich zwei übereinſtimmende reguläre Polygone, ſo laſſen 
ſie ſich nicht nur auf eine einzige Art zur Deckung bringen, ſondern 
jede Seite des einen kann auf eine beliebige Seite des andern 
gelegt werden, ſo daß jede Seite bezw. Ecke durch jede andere erſetzt 
werden kann. Jeder Radius des Vielecks kann als Symmetrieachſe 
betrachtet werden. 
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Regelmäßige Vielecke ſind ſolche Vielecke, deren Eck— 
punkte ſämtlich auf einem Kreiſe liegen, und deren Seiten 
gleich lang ſind und nach einem Umgange ſchließen. Sie 
laſſen ſich ſtets in eine Anzahl kongruenter gleichſchenkliger Dreiecke 
zerlegen, deren Spitzen im Mittelpunkte zuſammenfallen. 

Zahlreiche regelmäßige Vielecke laſſen ſich nur durch probe— 
weiſes Abſtecken von Punkten auf einem Kreiſe mit Hülfe derſelben 
Zirkelöffnung konſtruieren. Bei anderen find genaue (exakte) Kon⸗ 
ſtruktionen möglich, jedoch zieht die Praxis auch hier bisweilen das 
probeweiſe Abſtecken vor. 

Aufgabe. Verſuche durch probeweiſes Abſtecken folgende regel— 
mäßigen Figuren in gegebene Kreiſe einzuzeichnen: Das regelmäßige 


Fig. 15. 


Dreieck, Viereck, (Quadrat), Fünfeck, Sechseck, Siebeneck u. ſ. w. 
Einige ſind in vorſtehenden Figuren dargeſtellt. 


48) Die regelmäßige Kreisteilung findet im praktiſchen Leben 
vielfache Anwendung. Die Zahnräder der Maſchinen werden mit 
ihrer Hülfe konſtruiert. Der Rand des Zifferblattes jeder Uhr iſt, der 
halben Stundenzahl des Tages entſprechend, in 12 gleiche Teile ein— 
geteilt. In der Regel iſt jeder dieſer Teile wieder in 5 zerlegt, ſo 
daß man im Ganzen 60 hat, was der Minutenzahl der Stunde 
entſpricht. Denkt man ſich jeden dieſer Teile wieder in 6 gleiche 
Teile zerlegt, ſo ergiebt ſich die wichtige Einteilung des Kreiſes 
in 360 gleiche Teile, die z. B. bei dem Aquator der Erde 
zur Anwendung kommt. Der 360. Teil einer Kreislinie 
heißt ein Bogengrad. Der ganze Kreis zählt 360 Grade, ge— 
ſchrieben 360°, der Halbkreis zählt 180° (vgl. den Transporteur des 
Reißzeugs), der Viertelkreis 90“ u. ſ. w. [Jeder Meridian-Halbkreis 
des Erdglobus zerfällt in einen nördlichen und einen ſüdlichen Teil, 
deren jeder in 90 Grade eingeteilt iſt. Die Ortsbeſtimmung geſchieht 
mit Hülfe der Meridiane und Parallelkreiſe, z. B. 80% öſtlicher 
Länge, 50° nördlicher Breite.] Für noch genauere Meſſungen hat 
man den Grad noch in 60 Minuten, die Minute in 60 Sekunden 
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eingeteilt. [Den Horizont teilt man, z. B. von Norden ausgehend, 
in 4, bezw. 8, 16 u. ſ. w. gleiche Teile ein, was die Himmels⸗ 
richtungen giebt, vgl. die Windroſe des Kompaß (Bouſſole) und den 
Horizontalkreis der Feldmeßinſtrumente. Mit Hülfe der Himmels⸗ 
richtung und der Gradeinteilung der Zenithalkreiſe (die durch den 
höchſten Punkt der ſcheinbaren Himmelskugel gehen und Hauptſchnitte 
derſelben find) kann man den augenblicklichen Ort eines Sternes am 
Himmelsgewölbe beſtimmen. Ein ſolcher kann ſich z. B. in der Rich⸗ 
tung Nordoſt in Höhe 50“ befinden.] 


49) Fig. 16 ſtellt zwei koncentriſche Kreiſe dar, in denen die 
Radien MA und MB um denſelben Bruchteil der betreffenden Kreiſe 
(3 B. 3 gedreht und in die Lage MA, bezw. MB, gelangt ſind. 
Die Bogen AA, und BB, haben verſchiedene Länge, ihre Gradzahl 
iſt aber dieſelbe (3. B. 45°), denn es handelt 
ſich eben um denſelben Bruchteil jedes 5 
Kreiſes. Das Maß der Drehung oder 2 ; 
der Winkel der beiden Radien iſt demnacgh „ 
für den Radius des einen Kreiſes dasſelbe, „ 
wie für den des andern, d. h. er iſt un? 
abhängig von der Länge des Radius. \ a 
Sieht man von dieſer Länge ab, jo ſpricht „ N 
man, ſtatt von Bogengraden, von Winkel: . 1 5 
graden und teilt die volle Umdrehung in Se a 
360 Winkelgrade, die halbe in 180 Winfel- 
grade ein, ſpricht alſo z. B. von einem Winkel von 45“ ohne jede Bezug⸗ 
nahme auf die Länge der Schenkel des Winkels. Den Winkel nennt man, 
indem man einen beliebigen Punkt jedes Schenkels und den Scheitel 
(Schnittpunkt) nennt, letzteren jedoch in die Mitte ſetzt. Das Zeichen 
für Winkel iſt X. So iſt z. B. in Fig. 13 nur ein Winkel dargeſtellt, 
der als & AMA, öder als X BMB. oder AMB, oder BMA, 
bezeichnet werden kann, aber, wenn man von der Drehungsrichtung 
abſieht, auch als 4A MA, B. MA u. ſ. w. geleſen werden darf. Gleiche 
Winkel ſind ſolche, die ſich, abgeſehen von der Länge der Schenkel, zur 
Deckung bringen laſſen. Die Deckung kann auf zwei Arten geſchehen, 
direkt und nach geſchehenem Umklappen. Zu zwei Radien eines 
Kreiſes gehören ſtets zwei Winkel. In der Regel iſt der kleinere von 
beiden gemeint. 


50) Bei einem Winkel unterſcheidet man Rechts- und Links— 
Drehung. Die Rechtsdrehung entſpricht dem Gange des Uhrzeigers, 
die Linksdrehung iſt die entgegengeſetzte. Häufig nimmt man die 
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nach rechts gehende Horizontale als die Anfangsrichtung an und be— 
trachtet die Linksdrehung als die poſitive, die Rechtsdrehung als die 
negative Drehung. Dann entſpricht jedem Winkel ein für 
allemal eine beſtimmte Richtung. Von jedem Punkte können nach 
jeder Richtung hin Strahlen ausgehen. An jedem Strahle hat man die 
Richtung und die Lage des Ausgangspunktes zu unterſcheiden; 
an jeder Strecke alſo ſind zu unterſcheiden a) Richtung, b) Lage 
des Ausgangspunktes, c) Länge derſelben. Unterſcheiden fi) 
zwei Strecken einer Ebene nur bezüglich der Lage des Ausgangs— 
punktes, ſtimmen ſie alſo in der 
Richtung und der Länge überein, 
ſo nennt man die Strecken gleich. 
Strahlen von gleicher Richtung, 
die alſo gegen die horizontal nach 
rechts gehende Gerade gleichweit 
gedreht ſind, nennt man gleich— 
gerichtet, worüber ſpäter beſonders 
zu ſprechen iſt. Im gewöhnlichen 
Leben bedeuten Strecke und Länge 
dasſelbe, in der Mathematik aber 
handelt es ſich um ganz verſchiedene 
Begriffe.] In Fig. 17 ſind für dieſe Anſchauung gleich lange 
Strecken von den Richtungen 0%, 45°, 90°, 135°, 180%, 225%, 270°, 
315° mit demſelben Ausgangspunkte dargeſtellt. Denkt man ſich ein 
Rechteck um eine ſeiner Seiten gedreht (vgl. die gedrehte Stubenthür), 
ſo ſpricht man ebenſo wie hier von Drehungen, die von der Größe 
0°, 90°, 270°, 360° u. dergl. ſein können. Die Größe des Winkels 
wird dann nach der Drehung der als Radien bewegten Seiten des 
Rechtecks gemeſſen. Alſo: Schneiden ſich zwei Ebenen und er— 
richtet man in einem Punkte der Schnittlinie Lote in beiden 
Ebenen, ſo gilt der Winkel zwiſchen den Loten als der von 
den Ebenen gebildete Winkel. 

Einigen Winkeln hat man beſondere Namen gegeben. Der 
Winkel von 0» heißt Nullwinkel, der von 900 iſt der ſchon be— 
ſprochene rechte Winkel, der von 180° heißt der flache oder ge— 
ſtreckte Winkel (ſeine Schenkel gehen nach entgegengeſetzter Richtung), 
der von 360% heißt Vollwinkel. Winkel, die kleiner find als 1800, 
heißen hohle oder konkave Winkel, ſolche, die größer ſind als 1800, 
nennt man konvexe oder überſtumpfe. (Nach Obigem (vgl. 49) iſt, 
wenn nichts beſonderes geſagt wird, ſtets der konkave Winkel gemeint). 
Winkel, die kleiner find als 90°, nennt man ſpitze Winkel, ſolche, die 


Fig. 17. 
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zwiſchen 90° und 180°, liegen heißen ſtumpfe Winkel. Ergänzen 
ſich zwei Winkel zu 90°, jo nennt man fie Komplementwinkel 
(z. B. 60° und 300), ſolche, die ſich zu 180“ ergänzen, heißen 
Supplementwinkel. 


51) Jeder von zwei Radien eines Kreiſes gebildete Winkel 
heißt Centriwinkel. Da durch die Ecken des regelmäßigen Vielecks 
ſtets ein Kreis gelegt werden kann, deſſen Centrum im Mittelpunkte 
des Vielecks liegt, ſo kann man auch bei dem regelmäßigen Vieleck 
den Winkel, der durch die Verbindungslinien des Mittelpunktes mit 
den Endpunkten einer Seite gebildet wird, als Centriwinkel bezeichnen. 


Der Centriwinkel des regelmäßigen Dreiecks iſt dann = == 120% 
der des regelmäßigen Vierecks (Quadrates) 45 = 90°, der des regel— 


mäßigen Fünfecks = —= 72, der des regelmäßigen Sechsecks = ==.60° 


u. ſ. w. Die durch die Seiten und Radien des Vielecks gebildeten 
gleichſchenkligen Dreiecke waren als kongruent nachgewieſen. Man 
ſchließt daraus: Gleichſchenklige Dreiecke ſind kongruent, wenn ſie in 
den Schenkeln und dem Winkel an der Spitze (dem von den Schenkeln 
eingeſchloſſenen Winkel) übereinſtimmen. Nun konnten aber die ent— 
ſprechenden Bogen und Sehnen auf zweierlei Art zur Deckung ge— 
bracht werden, direkt und umgeklappt, und da nur gleiche Winkel ſich 
decken können, ſo folgt: Die Baſis-Winkel des gleichſchenkligen 
Dreiecks ſind einander gleich, oder: Gleichen Seiten des 
Dreiecks liegen gleiche Winkel gegenüber. Im gleichſeitigen 
Dreiecke ſind demnach alle Winkel einander gleich. 

Jeder von zwei benachbarten Seiten des regelmäßigen Polygons 
eingeſchloſſene Winkel beſteht aus zwei gleichen Baſiswinkeln, folglich: 
Die Winkel eines regelmäßigen Polygons ſtimmen überein. 
(Vgl. Fig. 14.) 


52) Aufgabe. Einen gegebenen Winkel 4 M B an eine gegebene 
Gerade K, in einem gegebenen Punkte M, nach einer der vier vor— 
handenen Möglichkeiten anzutragen. (Fig. 18 auf folgender Seite.) 

Auflöſung. Schlage um M mit beliebigem Radius MC einen 
Bogen OD von Schenkel zu Schenkel und mit demſelben Radius 
einen ſolchen um M., der z. B. bei C, beginnt. Darauf nimm 
den Abſtand OD in den Zirkel und ſchlage damit um Ci einen 
Bogen, der in D, ſchneidet. M,D, giebt dann den zweiten Schenkel 
des geſuchten Winkels. 

(Sektoren mit gleichen Radien ſind nämlich kongruent, wenn ihre 
Sehnen gleich lang find). 
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Fig. 18. Aufgabe. Bilde die 
g Summe und die Differenz 
zweier gegebener Winkel. 


53) Vorläufige Bemer⸗ 
kung über den Kreisumfang. 
Legt man über die Wölbung 
einer Halbkreisſcheibe einen 
dünnen Faden und zieht 
man ihn ſtraff, ohne ihn 
gewaltſam auszudehnen, ſo 
erhält man ziemlich genau 
die Länge der halben Kreis⸗ 
linie. Iſt der Radius der 
Scheibe von der Länge 
100 mm, ſo findet man für 
den Halbkreis als Länge rund 
314 mm, iſt der Radius 

4 von der Länge 1000 mm, 

jo findet man für den Halb⸗ 

kreis rund 3142 mm. Je genauer man mißt (oder, wie es ſpäter ge- 
lehrt wird, rechnet), um ſo genauer findet man, daß die Länge des Halb— 
kreiſes das 3,14159 .. . fache des Radius iſt. Dieſe Zahl bezeichnet 
man mit dem griechischen Buchſtaben * (lies pi). Folglich: Die Länge 
des Halbkreiſes iſt das u-fache des Radius, alſo: Der Umfang 
des ganzen Kreiſes iſt das 2u-fache des Radius, oder „= 21. 

Aufgabe. Wie groß iſt der Aquatorumfang der Erde, wenn 
der Radius zu 859 Meilen angenommen wird? 

Aufgabe. Nimm an, die Erde bewege ſich in einem Jahre 
einmal um die Sonne in einer Kreisbahn von 20 Millionen Meilen 
Radius. Wie groß iſt der Weg für ein ganzes Jahr? Nimm das 
Jahr zu 365 Tagen an und berechne den Weg für einen Tag, eine 
Stunde, eine Minute, eine Sekunde. Nimm das Jahr zu 3654 Tag 
an, und führe dieſelben Rechnungen aus.] 


54) Von jetzt ab merke man folgende Bezeichnungen: A bedeutet 
Dreieck, — bedeutet kongruent, bedeutet parallel, 4 bedeutet gleich und 
parallel, ＋ bedeutet ſenkrecht, > bedeutet größer, T bedeutet kleiner. 

Alſo: G ABC A A,B,C, bedeutet: Dreieck ABC iſt kon⸗ 

gruent dem Dreieck A,B,C.. 
AB || CD bedeutet: AB iſt parallel zu CD. 
AB # CD bedeutet: AB ift gleich und parallel CD. 
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AB LO bedeutet: AB ſteht ſenkrecht auf CD. 
43 2 „ AB iſt größer als CD. 
4 0D „ AB it kleiner als CD. 

Punkte werden ſtets mit großen lateiniſchen Buchſtaben bezeichnet, 
Seitenlängen mit kleinen; Winkel werden in der Regel mit kleinen 
griechiſchen Buchſtaben bezeichnet, z. B. & (lies Alpha), 6 (lies Beta), 
y (lies Gamma), o (lies Delta), e (Epſilon). Im Dreieck erhalten 
jeder Eckpunkt, der zugehörige Winkel und die gegenüberliegende 
Seite die entſprechenden Buchſtaben der genannten Alphabete, ſo daß 
A, « und a, ebenſo 5, 8 und b zuſammengehören. 


IV. Übungen mit Winkeln und Dreiecken und Ableitung 
entſprechender Sütze und Konſtruktionen. 


55) Verlängere den einen Schenkel eines gegebenen Winkels a 
über den Scheitel hinaus. Wie groß wird der neu entſtehende 
Winkel 6? (Fig. 19.) 

Da ein geſtreckter Winkel entſteht, iſt c + 6 = 180°, alſo wird 


6 = 180° — a. Iſt z. B. «= 600, Fig. 10. 
jo muß 6 = 180° — 60° = 
120° jein. 


Man nennt den ſo entſtan⸗ 
denen Supplement-Winkel den 


ya 
Nebenwinkel von qa. j 8 
Sind zwei Winkel gleich, 


ſo ſind auch ihre Nebenwinkel 
gleich, denn die Differenz 180— « 
kann nur einen einzigen Wert 
haben.“) Die Halbierungslinien 
zweier Nebenwinkel ſtehen auf ein⸗ 
ander ſenkrecht. (Warum?) 


56) Verlängere beide Schenkel 
eines Winkels über den Scheitel hinaus. Wie groß iſt der von 
den beiden neuen Schenkeln gebildete Winkel ar? (Fig. 19.) 

*) An dieſer Stelle kann der ſelbſtverſtändliche Grundſatz: Gleiches 
von Gleichem ſubtrahiert, giebt Gleiches, an Beiſpielen verdeutlicht 
werden, ebenſo die entſprechenden Grundſätze über Addition, Multiplikation 
und Diviſion. Vgl. die Zuſammenſtellung am Schluß des Jahrgangs. 


Oc, SE 
0 
7 
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Beide Winkel ſind die Nebenwinkel desſelben Winkels 6, jeder 
iſt alſo gleich 180“ — 86, beide ſtimmen demnach überein. 

Man bezeichnet zwei ſolche Winkel a und «, als Scheitel— 
winkel. Alſo: Scheitelwinkel ſind einander gleich. 


57) Um wieviel Grade muß man eine Gerade DE mindeſtens 
drehen, um ſie in die entgegengeſetzte Lage zu bringen? Um 1800. 
Wie groß muß demnach die Winkelſumme im Dreieck ſein? 

In Fig. 20 ſei DE die Richtung der einen Dreiecksſeite. 
Dreht man fie um den Punkt A bis in die Lage D,E, der zweiten 

Dreiecksſeite, ſo hat man 

. ihr die Rechts drehung a 

84 1 gegeben. Dreht man ſie 

5 0 a jetzt um B bis in die 

Lage D. E, jo hat man 

ihr dazu noch die Rechts- 

drehung ß erteilt. Dreht 

man ſie endlich um C bis 

in die Lage D,E,, jo hat 

man ihr noch die Rechts— 

drehung y erteilt. Nun iſt aber D; Ez die entgegengeſetzte Lage 

zu DE, folglich hat die geſamte Drehung 180 betragen, d. h. 
4 ＋ 6 ＋ Y 1800.) 

Alſo: Die Summe der Winkel jedes Dreiecks iſt 
gleich 2 Rechten oder gleich 1800. 

Beiſpiel. Drehte man die 
Horizontale DE erſt um & = 40°, 
ſodann um 6 = 800, fo betrug 
die Drehung bis jetzt 120“ und es 
waren noch 60° nötig, um die ent: 
gegengeſetzte Lage zu erzwingen. 


Fig. 20. 


58) Folgerung: Jeder Winkel 
des gleichſeitigen Dreiecks beträgt 
60°, denn die Winkel find ein- 
ander gleich, ihre Summe aber 
iſt 1800. 

Folgerung: Trägt man den 
Radius des Kreiſes 6mal hinter: 


*) Die angegebenen Drehungen find an der Zeichnung auf der Wandtafel 
mit einem Lineal praktiſch vorzunehmen, damit der gleiche Drehungsſinn dem 
Schüler zweifellos klar werde. 
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einander auf der Peripherie ab, ſo erhält man das regelmäßige 
Sechseck. (Fig. 21.) 

Beweis. MAB iſt ein gleichſeitiges Dreieck, folglich iſt 

360 ‚ 8 „ 

* AMH = 60 = : Das Dreied läßt ſich alſo 6mal um N 
herumlegen. 

Folgerung. Zieht man in Fig. 21 die Geraden 40, CE und EA, 
ſo erhält man das dem Kreiſe einbeſchriebene gleichſeitige Dreieck, denn 

360 b . 

<X<AM=10—- 7: Ebenfo it X O == N ENA = 60". 

59) Aufgabe. Der Winkel an der Spitze eines gleichſchenkligen 
Dreiecks ſei 5, wie groß iſt jeder Baſiswinkel? 

Auflöſung. Let 6 = 180 — 7 N = ß, folglich 
2 = 180° — 5, daher 4 900 — 3. 

Beiſpiel: Es ſei y = 30°, dann iſt «= 90° — 150 — = 759 
ebenſo 6 = 75°. Probe: 75° + 75° + 30° = 1800. 

Aufgabe. Wie groß iſt jeder Winkel des regelmäßigen Fünfecks? 

Auflöſung. Sein Centriwinkel beträgt 560 = 720. Folglich iſt 
der Baſiswinkel jedes der gleichſchenkligen Dreieck 900 — 36° — 54°, 
Jeder Fünfeckswinkel iſt das Doppelte, alſo 108°. 

[Aufgabe. Wie groß iſt der W bi regelmäßigen n:&d3? 


Auflöſung. Sein Centriwinkel e „folglich jeder Baſis⸗ 
winkel 90 , folglich der 1 0 fo große „-Eckswinkel 
180° — 5. 


60) Stimmen zwei Dreiecke in zwei Winkeln überein, 
ſo ſtimmen ſie auch im dritten überein. 

Beweis. In den beiden Dreiecken fi R α = N a, und 
6 = XP; dann iſt in dem einen Dreiecke 7 = 180° — ( ＋ 8), 
im andern y, = 180° — (a. + 81), alſo y = .. 

Beiſpiel. Es fi a = d = 20, 8 = 81 = 100% es folgt 
ER, 

Bemerkungen: Die ſpitzen Winkel im rechtwinkligen Dreiecke 
ſind Complementwinkel. Iſt z. B. der eine 300, ſo iſt der andere 600. 
Sind die Katheten gleich, jo iſt jeder gleich 45°, denn die Baſiswinkel 
müſſen gleich ſein. Jedes Dreieck kann nicht mehr als einen rechten 
oder einen ſtumpfen Winkel enthalten. (Warum?) Das Dreieck 
enthält nur konkave Winkel. 

Holzmüller, Mathematik. I. 3 
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61) Satz: Jeder Außenwinkel eines Dreiecks iſt gleich 

der Summe der an den beiden andern Ecken liegenden 
Dreieckswinkel. 

Unter Außenwinkel eines 

Dreiecks verſteht man jeden 

Winkel, der durch Verlänge⸗ 

BR rung einer Dreiecksſeite entiteht, 

KEN z. B. X in Fig. 22. 

8 5 Hier iſt 8 5 = 180° — a, 

aber auch d= 180° — a, folg⸗ 

lich 0 = 6 ＋ . (o kann im Sinne der Betrachtung 57) als Summe 

der Einzeldrehungen y und 58 aufgefaßt werden.] 


Fig. 22. 


62) Erklärung. Werden zwei parallele Gerade, z. B. AB 
und CD in Fig. 23 von einer dritten geſchnitten, jo nennt man die 
zwiſchen den Parallelen liegenden 
Winkel innere Winkel, die üb⸗ 
rigen äußere. Innere find at, 
6, a und ß,, äußere find a, 65, 
g und 62. Man bezeichnet ferner 
c und q als Gegenwinkel 
oder korreſpondierende (ſich ent— 
ſprechende), ebenſo 8 und 85, a 
und ag, 6: und 63. Jedes Paar 
enthält einen innern und einen 
äußeren, die aber nicht Neben⸗ 
winkel ſind, und die auf derſelben 
Seite der ſchneidenden Geraden 
liegen. Ferner bezeichnet man a 
und az als Wechſelwinkel, 
ebenſo 8 und 83, a und c, 61 
und 67. Jedes Paar enthält zwei 
innere oder zwei äußere auf verſchiedenen Seiten der ſchneidenden 
Geraden. Endlich bezeichnet man a und 86. als entgegengeſetzte 
Winkel, ebenſo 8 und q, 6 und az, a und 63. Jedes Paar ent⸗ 
hält zwei innere oder zwei äußere auf derſelben Seite der ſchneidenden Ge— 
raden. Angenommen nun, zwei Gegenwinkel ſind gleich, z. B. & = a, 
ſo müſſen auch die Scheitelwinkel und Nebenwinkel dieſer beiden gleich 
ſein, d. h. alle Gegenwinkelpaare ſind gleich, ebenſo alle Wechſelwinkel 
paare, jedes Paar entgegengeſetzter muß aber zwei Rechte betragen. (Die 
entſprechenden Umkehrungen bilde ſelbſt.) In der That gilt folgender Satz: 


Fig 23. 
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Werden zwei Parallele von einer dritten geſchnitten, 
ſo ſind je zwei Gegenwinkel gleich, je zwei Wechſelwinkel 
gleich, und je zwei entgegengeſetzte Winkel betragen zu— 
ſammen zwei Rechte. 

Beweis. EF hat in allen Teilen dieſelbe Richtung. Nach 
Abſchnitt 23) ſind Parallele als gleichgerichtet zu betrachten, folglich 
iſt der Richtungsunterſchied c ebenſo groß, wie der Richtungsunter— 
ſchied 1. Folglich iſt auch «= ag, und «+ 8. = 180° u. ſ. w. 

Bemerkung. Man kann auch AB um den Punkt @ in die 
Lage FE drehen, dann um H in die Lage DO. Die geſamte 
Drehung iſt 6 -+ a,, und da die Richtung von DC entgegengeſetzt 
zu der von AB iſt, ſo muß 6 ＋ «, = 180° fein. 


63) Umkehrung. Werden zwei Gerade von einer dritten 
geſchnitten, und ſind dabei zwei Gegenwinkel einander gleich 
(oder ſind zwei Wechſelwinkel gleich, oder ſind zwei ent— 
gegengeſetzte Winkel zuſammen zwei Rechte), ſo ſind die 
beiden Geraden parallel.“) 

Beweis. Angenommen, AB und CD (Fig. 23) ſchnitten ſich in 
einem nach rechts im Endlichen liegenden Punkte X unter einem 
Winkel y, jo hätte man ein Dreieck mit einer Winkelſumme, die größer 
wäre, als zwei Rechte. Denn da ſchon a. ＋ 6 = 2 iſt, müßte 
c ＋E 6 ＋ 2 ſein. Dies iſt aber beim Dreieck unmöglich. — 

Oder: Angenommen AB wäre nicht parallel zu CD, fo ließe 
ſich durch 6 die Parallele EK ziehen. Dieſe würde mit EF den 
Winkel « a, bilden, und fo hätte man den Winkel « zweimal, ohne 
daß zwiſchen beiden & Deckung ſtattfände. Dies iſt aber unmöglich. 

Auch folgender Beweis werde geübt: Der rechte Teil der Figur 23) 
werde in der Ebene um 180° gedreht, dann läßt er ſich genau auf 
den linken Teil decken, jo daß der Flächenraum 1 auf I, 2 auf II 
und 3 auf III fällt. Angenommen nun, die Linien GA und HO des 
linken Teiles ſchnitten ſich, ſo müßten ſich in entſprechender Weiſe auch 
die des rechten Teils ſchneiden. Man hätte alſo zwiſchen den beiden 
Schnittpunkten zwei getrennte Gerade, was unmöglich iſt. 


64) Beweiſe folgende Übungsſätze: 

a) Winkel mit parallelen und gleichgerichteten Schenkeln ſind 
gleich; ebenſo ſolche mit parallelen und eutgegengeſetzt gerichteten 
Schenkeln; dagegen betragen Winkel mit parallelen Schenkeln, von 


*) Es iſt gerechtfertigt, auch dann von Gegenwinkeln u. ſ. w. zu ſprechen, 
wenn Gerade, die angenähert parallel ſind, von einer dritten geſchnitten werden. 
3 * 
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denen das eine Paar gleichgerichtet, das andere entgegengeſetzt gerichtet 
iſt, zuſammen zwei Rechte. (Suche jedesmal die Figur zur Figur 23 
zu vervollſtändigen.) 

b) Fällt man von einem Punkte außerhalb eines Winkels und 
ſeines Scheitelwinkels Lote auf deſſen Schenkel, ſo bilden dieſe einen 
gleich großen Winkel. 

Fällt man ſie von einem innerhalb des Winkels oder ſeines 
Scheitelwinkels liegenden Punkte aus, ſo entſteht ſein Supplement⸗ 
winkel. — 


65) Aufgabe: Ein Dreieck zu konſtruieren aus zwei 
Seiten a und b und dem eingeſchloſſenen Winkel 5. 


Fig. 24. 
a 


4 
BEER BEER 
0 
Ak i i , 

Auflöſung. Lege die Gerade a als BO (Fig. 24) beliebig 
hin, trage in C den Winkel y an fie an, mache den neuen Schenkel 
CA gleich b und verbinde A mit B. Dreieck ABC iſt das geſuchte, 
denn es enthält die gegebenen Stücke.“) 

Bemerkungen: Die Aufgabe iſt ſtets möglich, ſobald 5 ein Fon: 
kaver Winkel iſt. Sie iſt aber nur auf eine einzige Art möglich. 
Konſtruiert man nämlich zwei Löſungen ABC und 41 51 Ci, jo kann 
man 5. C, auf BC fo decken (ſei es direkt, oder nach geſchehenem 
Umklappen), daß & 7. auf 5, folglich C. 4, auf CA fällt. Da A, 
auf A und B, auf B fällt, fällt 4, B. auf AB, Ka, deckt ſich 
mit «, und ebenſo XP, mit 6. Aus der Gleichheit der drei ge— 
gebenen Stücke folgt alſo die der nicht gegebenen, und ſo gilt der Satz: 
Dreiecke ſind kongruent, wenn ſie übereinſtimmen in zwei 


Seiten und dem von ihnen eingeſchloſſenen Winkel. (Erſter 
Kongruenzſatz.) 


66) Aufgabe: Ein Dreieck zu konſtruieren aus einer 
Seite a und den beiden anliegenden Winkeln 68 und 5. 


*) Die Beſchreibung jeder Konſtruktion müßte mit einem ſolchen Schluß⸗ 
ſatze enden. In Zukunft ſoll er in der Regel weggelaſſen werden. 
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Auflöſung. Lege a als BC beliebig hin (Fig. 25) und trage bei 
B den Winkel 8, bei C den Winkel y auf derſelben Seite der Geraden an. 
Die entſtehenden Schenkel ſind bis zum Durchſchnitt 4 zu verlängern. 


Fig. 25. 


Bemerkungen: Die Aufgabe iſt ſtets möglich, ſobald B+Y< 180° 
iſt. Sie iſt aber nur auf einzige Art möglich, denn konſtruiert man 
zwei Dreiecke ABC und 4. B. Ci, fo decken fie ſich. Man kann 
nämlich (direkt oder nach geſchehenem Umklappen) B. Ci auf BC fo 
legen, daß 6, auf 6 und ½ auf y fällt. Da nun die aufeinander 
fallenden freien Schenkel nur einen einzigen Schnittpunkt haben können, 
jo muß A, auf A fallen, folglich iſt B. A. = BA, Ci Ai = CA und 
d = d. Stimmen alſo die gegebenen Stücke überein, jo ſtimmen 
die Dreiecke in allen übrigen Stücken überein. 

War nun gegeben a, « und PB, alſo eine Seite, ein gegenüber— 
liegender und ein anliegender Winkel, ſo war die Sache dieſelbe, nur 
mußte man zunächſt den zweiten anliegenden Winkel y gemäß der 
Formel y = 180° — (a 6) konſtruieren. Dann konnte die vorige 
Konſtruktion angewandt werden. 

Da beide Aufgaben nur eine einzige Löſung ermöglichen, ſo 
folgt der Satz: Zwei Dreiecke ſind kongruent, wenn ſie über— 
einſtimmen in zwei Seiten und zwei gleichliegenden (homo— 
logen) Winkeln. (Zweiter Kongruenzſatz.) 

Bemerkung. Fällt man in einem rechtwinkligen Dreiecke von 
dem Scheitel des rechten Winkels auf die Hypotenuſe ein Lot, ſo 
zerfällt es in zwei Dreiecke, in denen eine Seite und zwei Winkel 
übereinſtimmen. Dieſe Winkel ſind aber nicht gleichliegende, daher 
ſind die Dreiecke im allgemeinen nicht kongruent. Der Zuſatz gleich— 
liegend iſt alſo im letzten Satze unentbehrlich. 


67) Andere Kongruenzen und einige Lehrſätze und Konſtruktionen 
laſſen ſich aus Figur 26 ableiten. In derſelben ſind zwei ſich 
ſchneidende Kreiſe dargeſtellt. Ihre Mittelpunkte C und D find 
durch eine Gerade verbunden, die ſogenannte Centrale beider Kreiſe, 


www.rcin.org.pl 


38 Erſte Abteilung: Geometrie. 


die noch bis zu den Kreispunkten E und F hin verlängert iſt. Dieſe 
Centrale iſt die Symmetrieachſe beider Kreiſe. Iſt alſo ein Durch— 

Fig. 26. ſchnittspunkt A vorhanden, 
ſo muß noch ein zweiter 
Schnittpunkt B, ſein Spie⸗ 
gelbild, vorhanden ſein, 
mehr als zwei Schnitte 
ſind aber nicht möglich. 
Ah iſt die gemeinſchaftliche 
Sehne, KL die gemein— 
ſchaftliche Sekante. AB 
iſt (nach Abſchnitt 21) in 
& halbiert und ſteht ſenk⸗ 
recht auf CD. OB iſt das 
Spiegelbild von OA, BD 
das von AD. Winkel 
400 it das Spiegelbild 
von X BOD, jo daß 
Winkel 40 halbiert iſt. 
Ebenſo iſt & ADC das 
Spiegelbild von BDO, 
folglich X ADB hal⸗ 
biert. Winkel OBD iſt 
Spiegelbild von CAD, 
alſo ſind beide gleich. 
Dreieck CB D it als 
Spiegelbild von Dreieck ACD dieſem kongruent. Zähle noch andere 
kongruente Dreiecke und halbierte Bogen auf. Abgeſehen von bereits 
bewieſenen Sätzen ergeben ſich folgende: 


68) a) Stimmen zwei Dreiecke in den drei Seiten über— 
ein, ſo ſind ſie kongruent (ſtimmen alſo auch in den gleich— 
liegenden Winkeln überein). Denn ſie laſſen ſich ſtets wie ACD 
und BCD ſymmetriſch aneinanderſetzen, fo daß ein Teil der Fig. 26 
entſteht. Folglich hat die Aufgabe: ein Dreieck aus den drei 
Seiten zu konſtruieren, nur eine einzige Löſung. Dieſe findet 
man, indem man eine der gegebenen Seiten beliebig hinlegt und mit 
den beiden andern Seiten als Radien um die Endpunkte der erſteren 
Bogen ſchlägt. Verbindet man dieſe Endpunkte mit einem der 
Schnittpunkte dieſer Bogen, jo iſt das Dreieck konſtruiert. — Satz 68 
iſt der dritte Kongruenzſatz. 
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69) b) Stehen über derſelben Geraden (AB) zwei gleichſchenklige 
Dreiecke (ABC und 4B P), und verbindet man die Spitzen derſelben, 
ſo wird der Winkel an jeder Spitze halbiert, die Baſis halbiert, und 
die Verbindungslinie ſteht ſenkrecht auf der Baſis. 

Die betreffende Figur iſt nur ein Teil der bereits beſprochenen 
Fig. 26. (Man kann die gleichſchenkligen Dreiecke ABC und ADB 
auch auf derſelben Seite der Geraden anbringen.) Daraus ergiebt 
ſich die Löſung einiger Aufgaben: 


70) Aufgabe. Eine gegebene Gerade AB zu halbieren. 
Aufl. Man ſchlage um die Endpunkte A und B Bogen mit derſelben 
Zirkelöffnung und verbinde die Schnittpunkte. Weil die Verbindungs— 
linie die Spitzen zweier gleichſchenkligen Dreiecke über AB verbindet, 
iſt AB halbiert. (Fig. 26.) Stets iſt nur eine Löſung möglich. - 


71) Aufgabe. Von einem gegebenen Punkte C aus auf 
eine gegebene Gerade KL ein Lot zu fällen. 

Auflöſung. Man ſchlage um C mit hinreichend großer Zirkelöffnung 
einen Bogen, der die Gerade K L in zwei Punkten A und B ſchneidet. 
Mit derſelben Zirkelöffnung ſchlage man um A und B Bogen, die 
ſich in D ſchneiden. CD iſt das geſuchte Lot, denn man hat die 
Spitzen zweier gleichſchenkligen Dreiecke derſelben Baſis verbunden. 
(Fig. 26.) Stets iſt nur eine Löſung möglich. 


72) Aufgabe. Auf einer Geraden KL in einem beliebigen 
Punkte 6 ein Lot zu errichten. 

Auflöſung. Man ſchlage von G aus auf der Geraden KL nach 
beiden Seiten gleiche Stücke GA und GB ab (iſt & Endpunkt der Ge⸗ 
raden, ſo muß vorher verlängert werden), ſchlage mit größerer Zirkel— 
öffnung um A und B Bogen, die auf der einen Seite den Schnitt C 
geben. Die Gerade FC iſt die geſuchte Senkrechte, denn die Figur 
iſt nur ein Teil der Fig. 26. Stets iſt nur eine Löſung möglich. 

Soll zugleich halbiert und das Lot errichtet werden, ſo gilt 
Konſtruktion 70. 


73) Aufgabe. Einen gegebenen Winkel zu halbieren. 

Auflöſung. Man ſchlage um den Scheitel C einen Bogen, der die 
Schenkel in A und B ſchneidet. Um A und B ſchlage man zwei 
Bogen mit derſelben Zirkelöffnung, die ſich in D ſchneiden. C 
halbiert den Winkel, denn man hat die Spitzen gleichſchenkliger Drei— 
ecke von gemeinſchaftlicher Baſis erheben, (Fig. 26.) Stets ift 
nur eine Löſung möglich. 
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74) c) Verbindet man die Spitze eines gleichſchenkligen Dreiecks 
mit dem Halbierungspunkte der Baſis, ſo wird der Winkel an der 
Spitze halbiert, und die Verbindungslinie ſteht auf der Baſis ſenkrecht. 

d) Fällt man von der Spitze des gleichſchenkligen Dreiecks auf 
die Baſis ein Lot, ſo wird die Baſis und der Winkel an der Spitze 
halbiert. 

e) Das im Halbierungspunkte der Baſis eines gleichſchenkligen 
Dreiecks auf dieſer errichtete Lot geht durch die Spitze desſelben und 
halbiert den Winkel an der Spitze. Es geht überhaupt durch die 
Spitzen aller gleichſeitigen Dreiecke, die ſich über der Geraden er— 
richten laſſen. 

f) Halbiert man den Winkel an der Spitze des gleichſchenkligen 
Dreiecks, ſo ſteht die Halbierungslinie auf der Baſis ſenkrecht und 
halbiert dieſelbe. 

g) Sind in einem Dreiecke zwei Winkel gleich, ſo iſt das Dreieck 
gleichſchenklig. Halbiert man nämlich den dritten Winkel, ſo hat man 
kongruente Dreiecke (nach dem 2. Kongruenzſatze). Gleichen Winkeln 
des Dreiecks liegen alſo gleiche Seiten gegenüber. 

Die Folgerungen e, d, e und f, laſſen ſich in den einen Geſichts— 
punkt zuſammenfaſſen, daß das gleichſchenklige Dreieck eine 
Symmetrieachſe hat, die auf verſchiedene Art konſtruiert werden 
kann. — Demnach hat das regelmäßige Dreieck 3 Symmetrieachſen, 
das regelmäßige Viereck 4, das regelmäßige Fünfeck 5, das regelmäßige 
Sechseck 6, u. ſ. w. 


75) Dieſe Sätze laſſen noch andere Ausdrucksweiſen zu, von 
denen nur zwei genannt werden mögen: 

d*) Das vom Kreiscentrum auf die Sehne gefällte Lot halbiert 
die Sehne. 

e*) Die im Halbierungspunkte der Sehne auf ihr er— 
richtete Senkrechte geht durch den Mittelpunkt des Kreiſes. 

Den Mittelpunkt eines gegebenen Kreiſes kann man alſo finden, 
indem man in den Halbierungspunkten zweier nicht parallelen Sehnen 
Senkrechte errichtet. Ihr Schnittpunkt iſt das Centrum. 


76) Aus 73) folgt, daß man man mit Zirkel und Lineal den 
Kreis in 2, 4, 8, 16, 32 u. ſ. w. gleiche Teile teilen kann; ebenſo 
kann man, vom regelmäßigen Sechseck ausgehend (vgl. 58), ihn in 
3, 6, 12, 24 u. ſ. w. gleiche Teile einteilen. Man kann demnach 
das regelmäßige 4⸗Eck, 8-Eck, 16-Eck, 32⸗Eck u. ſ. w. und ebenſo 
das regelmäßige 3-, 6, 12, 24⸗Eck u. ſ. w. genau konſtruieren. 
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Bis jetzt find daher der genauen Konſtruktion folgende Winkel zu: 
gänglich: 360°, 180°, 90%, 45%, 225° 114˙ u. |. w. ferner: 1200, 
60°, 300, 15, 75,32 u. ſ. w. 

In der Praxis werden zwei Arten von Winkeldreiecken gebraucht; 
das eine iſt ein halbes Quadrat, d. h. ein gleichſchenklig rechtwinkliges 
Dreieck mit den Baſiswinkeln 45° und 45°, das andere iſt ein halbes 
gleichſeitiges Dreieck mit den Winkeln 60 und 30%. Seine kleinere 
Kathete iſt die Hälfte der Hypotenuſe. 


77) Der kleineren Dreieckſeite liegt ſtets der kleinere 
Winkel, der größeren Seite der größere Winkel gegenüber. 

Beweis. In Figur 27 ſei 40 C30, fo daß ſich CA von 
aus auf CB au: 
tragen läßt, was den 55 Fig. 27. 
Teilpunkt D und durch 
die Gerade AD das 
gleichſchenklige Dreieck 
ADC giebt. In dieſem 
iſt d = di. Da * 
aber 4, >P iſt (als 4. 
Außenwinkel des Drei⸗ 
ecks 4 PD), fo iſt auch oͤ reg, und da d nur ein Teil von « ift, 
jo iſt erſt recht «> PB. Damit ift der Satz bewieſen. 

Bemerkung: Der kleineren Seite liegt ſtets ein ſpitzer Winkel 
gegenüber. (Warum?) 


78) Dem größeren Dreieckswinkel liegt die größere 
Seite, dem kleineren die kleinere Seite gegenüber. 

Beweis: In Figur 28 fi g, fo daß ſich 8 als 855, 
bei 4 an AB jo an⸗ 
tragen läßt, daß der 2 En. 
Schenkel AD innerhalb 
des Dreiecks liegt. Da⸗ 
bei ft 40 TA 
DC (denn 40 iſt der 
kürzeſte Weg zwiſchen 
A und C). Für AD 
fann man aber, da 
B=B, iſt, BD ſetzen, alfo iſt auch 40 D DC, oder AC<BC, 
womit der Satz bewieſen iſt. Der Beweis läßt ſich auch indirekt mit 
Hülfe des vorigen Satzes geben. 
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79) Folgerung: Das Lot iſt die kürzeſte Linie von einem 

Punkte nach einer Geraden. Denn jede andere Gerade liegt in 

Fig. 29. dem entſtehenden Dreiecke dem 

durch das Lot gebildeten 

rechten Winkel gegenüber. So 

iſt in Fig. 29 M5 MA. 
Folglich: 

Errichtet man im Endpunkte 
eines Radius auf ihm eine 
Senkrechte, ſo liegen alle 
Punkte dieſer beiderſeits ins 
Endloſe verlängerten Geraden 
außerhalb des Kreiſes, mit dem ſie nur den Endpunkt des Radius 
gemein hat. Dieſe Linie berührt den Kreis, ſchneidet ihn aber nicht 
und heißt Tangente des Kreiſes. Folglich gilt der Satz: 

Die Kreistangente ſteht auf dem zugehörigen Radius 
ſenkrecht. 

Die Konſtruktion der Tangente in einem gegebenen Kreispunkte 
geſchieht alſo mit Hülfe des Radius. Das im Berührungspunkte 
auf der Tangente errichtete Lot geht durch den Mittel— 
punkt des Kreiſes. 


A B 


80) Aufgabe: Ein Dreieck zu konſtruieren aus zwei Seiten 
a und) und dem der größeren a gegenüberliegenden Winkel a. 


+ Fig. 30. 


— — .-- 


Auflöſung. Lege 5 als 40 (Fig. 30) beliebig hin, trage 
den gegebenen Winkel a in A an 40 an und verlängere den neuen 
Schenkel AX beliebig weit. Darauf nimm a in den Zirkel und 
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ſchlage damit um C einen Bogen, der 4 X in B ſchneidet. Die Ber: 
bindungslinie BC vollendet das geſuchte Dreieck. 

Bemerkung: Die Aufgabe iſt ſtets möglich, wenn a konkav iſt. Der 
um C geſchlagene Bogen ſchneidet allerdings 4 X noch einmal, jedoch 
in der Verlängerung über A hinaus, denn da a b angenommen 
iſt, fällt A innerhalb des mit a um C gejchlagenen Kreiſes. Demnach 
iſt nur eine einzige Löſung möglich. Dies ergiebt ſich auch ſo: Hat 
man noch eine zweite Löſung 4 B. Ci durchgeführt, jo läßt ſich Na. 
auf Wa decken, und zwar fo, daß die gleichen Seiten A,C, und 40, 
alſo auch die Punkte C. und C auf einander fallen. Auch die un⸗ 
beſtimmten Schenkel AX, und AX decken ſich, ebenſo ihre Ver— 
längerungen über A hinaus. Da nun auch die beiden mit a um 0 
geſchlagenen Kreiſe ſich decken, ſo decken ſich auch die Schnittpunkte D, 
und D bezw. B, und B. Folglich fallen auch die Geraden CI 5. 
und CB aufeinander, die beiden Dreiecke 25 decken ſich. — Daraus 
folgt der vierte Kongruenzſatz: 

Zwei Dreiecke ſind kongruent, wenn ſie übereinſtimmen 
in zwei Seiten und dem der größeren von ihnen gegen— 
überliegenden Winkel. 

[Der Beweis läßt ſich auch führen, indem man die Dreiecke mit 
den größeren Seiten ſo aneinander legt, daß die gleichnamigen End— 
punkte dieſer Seiten aufeinander fallen. Dadurch entſteht eine Figur 
nach Art der Figur 26. An Figur 26 laſſen ſich die ſämtlichen 
vier bis jetzt beſprochenen Kongruenzſätze beweiſen.] 


81) Aufgabe. Ein Dreieck zu konſtruieren aus zwei Seiten 
a und b und dem der kleinern ö gegenüberlegenden Winkel ß. 


Fig. 31. 0 


Auflöſung. Lege a als BO in Fig. 31 beliebig hin und trage 
an BC in B den Winkel ß an, deſſen freien Schenkel 5 X beliebig zu 
verlängern iſt. Darauf nimm d in den Zirkel und ſchlage um C einen 
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Kreis. Sit nun db größer als der Abſtand C (von C nach 4X) 
und, wie vorausgeſetzt, kleiner als a, ſo ſchneidet der Kreis die Gerade 
B zweimal, in A und A,, und zwar, da B außerhalb des Kreiſes 
bleibt, auf derſelben Seite von B. Es entſtehen dann zwei Dreiecke, 
ABC und 4. 0, die die gegebenen Stücke enthalten. 

Bemerkung. Damit die Aufgabe möglich ſei, muß 6, welches 
der kleineren Seite gegenüberliegt, ein ſpitzer Winkel ſein, außerdem 
muß b größer fein, als der bei der Konſtruktion auftretende Abſtand CD. 
Sit ) T, fo iſt die Aufgabe unlösbar. Sit 5 , fo giebt es 
zwei Löſungen, eine mit ſpitzem Winkel a, eine andere mit ſtumpfem 
Winkel a, und zwar find « und a Supplementwinkel. Sämtliche 
Löſungen, die man ausführt, find entweder dem Dreiecke ABO oder 
dem Dreiecke A, BC kongruent, was faſt wörtlich ebenſo, wie bei 80, 
durch Aufeinanderlegen bewieſen werden kann. 

In Fig. 30 iſt gezeigt, wie ſich die beiden durch Konſtruktion 81 
gefundenen Dreiecke ſo aneinander legen laſſen, daß ein gleichſchenkliges 
Dreieck BDO entſteht, in dem ſich die ſchräge Teillinie CA befindet. 

Noch war der dritte Fall zu erwähnen, daß 5 = CD iſt. Dann 
giebt die Konſtruktion nur das eine Dreieck BDO (Fig. 31), welches 
bei D einen rechten Winkel hat. 

Nennt man zwei ſpitze Winkel gleichartig, ebenſo zwei ſtumpfe, 
ebenſo zwei rechte, fo kann man als fünften Kongruenzſatz 
folgenden ausſprechen: 

Zwei Dreiecke ſind kongruent, wenn ſie übereinſtimmen 
in zwei Seiten und dem der kleineren gegenüberliegenden 
Winkel, und wenn außerdem der der größeren Seite gegen— 
überliegende Winkel in beiden Dreiecken gleichartig iſt. 

Bemerkung. Vielecke ſind kongruent, wenn ſie ſich in 
homologe Dreiecke zerlegen laſſen, die kongruent ſind. In 
kongruenten Figuren ſtimmen alle homologen Linien, homo— 
logen Winkel und homologen Flächenteile überein. 


82) Kürzere Löſung der Aufgabe: Durch einen gegebenen 
Punkt zu einer gegebenen Geraden eine Parallele zu legen. 
In Fig. 32 ſei 0 der gegebene 
. 4 F Punkt, AB die gegebene Gerade. 
. Nimm auf AB beliebig den Punkt 

D an, ſchlage mit Zirkelöffnung DC 
um D einen Kreis, der den Schnitt 
E auf AB giebt. Mit derſelben 
D E 5 Zirkelöffnung ſchlage um C und 
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E Bogen, die ſich in Y ſchneiden. Die Gerade CF iſt die geſuchte 
Parallele. 

Beweis. Die gleichſchenkligen Dreiecke CDE und CFE find 
kongruent nach dem 3. Kongruenzſatze. Folglich ſind die Wechſel— 
winkel & und ß einander gleich, folglich iſt CF AB. 


83) Fällt man von einem Punkte der Halbierungslinie 
eines Winkels auf deſſen Schenkel 
Lote, ſo ſind dieſelben gleich lang Fig. 88. B 
und ſchneiden auf den Schenkelngleiche 
Stücke ab. 

Führe den Beweis mit Hülfe des zwei— 
ten Kongruenzſatzes, ſuche Umkehrungen des 
Satzes zu bilden und unterſuche, was daraus 
für die von einem Punkte B an einen Kreis 
gezogenen Tangenten folgt. (Fig. 33.) 


84) Aufgabe. Um einen Kreis 
ein regelmäßiges Dreieck, Viereck, 
Sechseck, Achteck u. ſ. w. zu zeichnen. 

Auflöſung. Führe die entſprechenden Kreisteilungen durch und 
errichte auf den teilenden Radien in ihren Endpunkten Lote. 


V. Überſichtliche Zuſammenſtellung der wichtigſten Ergebniſſe, 
beſonders der planimetriſchen. 


Die Mathematik iſt die Lehre von den meßbaren Größen. 

Die reine Mathematik iſt die Lehre von den Raum- und Zahlen— 
größen. 

Die Geometrie iſt die Lehre von den Raumgrößen. 

Die Arithmetik iſt die Lehre von den Zahlengrößen. 


Der Punkt iſt dasjenige geometriſche Gebilde, welches keine Aus— 
dehnung hat. 

Die Linie iſt dasjenige geometriſche Gebilde, welches eine Aus— 
dehnung, die Länge hat. 

Die Fläche iſt dasjenige geometriſche Gebilde, welches zwei 
Ausdehnungen, Länge und Breite hat. 
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Der Körper iſt dasjenige geometriſche Gebilde, welches drei 
Ausdehnungen, Länge, Breite und Höhe hat. 


Durch Bewegung des Punktes entſteht eine Linie. 
Durch Bewegung einer Linie entſteht im allgemeinen eine Fläche. 
Durch Bewegung einer Fläche entſteht im allgemeinen ein Körper. 


Die Grenzen einer Linie ſind Punkte. Linien ſind teilbar durch 
Punkte. 

Die Grenzen einer Fläche ſind Linien. Flächen ſind teilbar 
durch Linien. 

Die Grenzen eines Körpers ſind Flächen. Körper und Räume 
ſind teilbar durch Flächen. 


Linien ſchneiden ſich in Punkten. 
Flächen ſchneiden ſich in Linien. 


Die gerade Linie iſt die Linie, die, unter Feſthaltung zweier 
ihrer Punkte gedreht, ihre Lage nicht ändert. Sie iſt zwiſchen zwei 
Punkten nur einmal möglich und zugleich der kürzeſte Weg zwiſchen 
beiden. Der Abſtand beider Punkte heißt die Länge der Geraden. 
Die Gerade kann beiderſeits ins Endloſe verlängert werden. Gleich 
lange Teile einer Geraden ſind auf zweierlei Art kongruent. Die 
Gerade kann in ihrer Verlängerung verſchoben werden, ohne aus 
dieſer herauszutreten. Zwei Gerade können ſich höchſtens in einem 
Punkte ſchneiden. 

Krumme Linien find ſolche Linien, die nicht ſämtliche Eigen: 
ſchaften der Geraden beſitzen. 


Der Strahl iſt die einſeitig begrenzte Gerade. An ihm iſt die 
Richtung und die Lage des Ausgangspunktes zu unterſcheiden. Der 
begrenzte Strahl heißt Strecke, an ihr iſt zu unterſcheiden Richtung, 
Lage des Ausgangspunktes und Länge. Der Winkel iſt das Maß 
der Drehung zweier Strahlen gegen einander. Die beiden Strahlen 
heißen Schenkel, ihr Ausgangspunkt heißt Scheitelpunkt des Winkels. 
Winkel, die ſich decken, heißen gleiche Winkel. Die volle Umdrehung 
wird in 360 gleiche Teile eingeteilt. Jeder dieſer Teile heißt ein 
Grad. Der geſtreckte Winkel iſt ein ſolcher von 180°, der rechte 
Winkel ein ſolcher von 90. Winkel, die größer find als 180°, heißen 
konvexe Winkel; ſolche die kleiner find als 180°, heißen konkave Winkel. 
Winkel zwiſchen 0“ und 90° heißen ſpitze Winkel. Winkel zwiſchen 
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90° und 180° heißen ſtumpfe Winkel. Supplementwinkel ſind ſolche, 
die ſich zu zwei Rechten ergänzen. Komplementwinkel ſind ſolche, die 
zuſammen einen Rechten geben. Durch Verlängerung eines Winkel⸗ 
ſchenkels über den Scheitel hinaus entſteht ein Nebenwinkel des 
Winkels. Durch Verlängerung beider Winkelſchenkel über den Scheitel 
hinaus entſtehen zwei Neben- und ein Scheitelwinkel. Die Summe 
zweier Nebenwinkel giebt 180“. Scheitelwinkel find. einander gleich. 

Die ſenkrechte Richtung iſt diejenige, die durch einen mit einem 
Gewichte belaſteten aufgehängten Faden angegeben wird. Jede mit 
dieſer Richtung einen rechten Winkel bildende Gerade hat eine Richtung, 
die man als wagerecht bezeichnet. Von einem rechten Winkel ſagt 
man, ſeine Schenkel ſtehen aufeinander ſenkrecht. Die von einem 
Punkte aus auf eine Gerade gefällte Senkrechte (das Lot) giebt den 
Abſtand des Punktes von der Geraden an. 


Die Ebene iſt diejenige Fläche, in der ſich von jedem Punkte nach 
jedem andern eine Gerade legen läßt, die nirgends aus der Fläche 
heraustritt. Sie entſteht, wenn eine Gerade auf zwei ſich ſchneidenden 
Geraden hingleitet, oder wenn eine Gerade ſich um eine feſte Gerade 
dreht, die ſie unter einem rechten Winkel ſchneidet. Die Geſamtheit 
aller Punkte, deren jeder von zwei gegebenen Raumpunkten dieſelbe 
Entfernung hat, iſt eine Ebene. Eine ebene Fläche kann in ihrer 
Erweiterung beliebig verſchoben und verdreht werden, ohne ſie zu 
verlaſſen. Dieſe Deckung muß auch nach geſchehenem Umklappen er: 
halten bleiben, wenn die Fläche eine Ebene ſein ſoll. 

Eine Ebene iſt beſtimmt durch zwei ſich ſchneidende Gerade, oder 
durch eine Gerade und einen außerhalb derſelben liegenden Punkt, 
oder durch drei Punkte, die nicht in einer geraden Linie liegen. 

Durch vier Punkte oder durch zwei Gerade läßt ſich nicht immer 
eine Ebene legen. Zwei Gerade, durch die ſich keine Ebene legen läßt, 
heißen ſich kreuzende oder windſchiefe Gerade. 

Krumme Flächen ſind ſolche, die nicht ſämtliche Eigenſchaften der 
Ebene beſitzen. | 

Die Lehre von den in der Ebene liegenden Gebilden heißt 
Planimetrie (ebene Geometrie); die von den nicht in einer Ebene 
liegenden Gebilden heißt Stereometrie (Raumgeometrie). 


Verlängert man das von einem Punkte aus auf eine Gerade 
gefällte Lot über die Gerade hinaus um ſich ſelbſt, ſo erhält man 
das Spiegelbild des Punktes und des Lotes in Bezug auf die Ge— 
rade. Das Spiegelbild eines ebenen geometriſchen Gebildes gegen 
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eine Gerade derſelben Ebene läßt ſich mit dieſem zur Deckung bringen, 
und beide liegen ſymmetriſch zu einander. Die ſpiegelnde Gerade 
heißt Symmetrieachſe. Geometriſche Gebilde, die ſich zur Deckung 
bringen laſſen, heißen kongruent. 

Stehen zwei Gerade einer Ebene auf einer dritten derſelben 
Ebene ſenkrecht, ſo heißen ſie parallel. Parallele Gerade ſchneiden ſich 
nie, ſoweit man fie auch verlängert, fie behalten ſtets denſelben Ab⸗ 
ſtand von einander. Durch zwei parallele Gerade läßt ſich ſtets eine 
Ebene legen. Durch einen Punkt läßt ſich zu einer Geraden nur 
eine Parallele legen. 

Werden zwei parallele Gerade von einer dritten geſchnitten, ſo 
ſind je zwei Gegenwinkel gleich, je zwei Wechſelwinkel gleich, und je 
zwei entgegengeſetzte Winkel betragen zwei Rechte. Iſt umgekehrt bei 
zwei ſolchen Winkeln das Angegebene der Fall, ſo ſind die Geraden 
parallel. (Die Erklärung dieſer Winkelnamen ſiehe im Texte.) 


Eine ringsum von Geraden begrenzte ebene Fläche heißt ein 
Vieleck. Die Geraden heißen Seiten desſelben, die Durchſchnittspunkte 
zuſammenſtoßender Seiten heißen Ecken des Vielecks. Die von be— 
nachbarten Seiten gebildeten Winkel heißen Winkel des Vielecks. 
Verlängerung einer Seite giebt einen Außenwinkel des Vielecks. Die 
Verbindungslinie von zwei Eckpunkten, die nicht zu einer Seite ge— 
hören, heißt Diagonale des Vielecks. Das Vieleck heißt regelmäßig, 
wenn alle ſeine Seiten und ebenſo alle ſeine Winkel untereinander 
gleich ſind. Die Centriwinkel des regelmäßigen Vielecks ſind gleich. 
Dasſelbe hat eben ſo viele Symmetrieachſen, wie Seiten. Sind alle 
Winkel eines Dreiecks ſpitze, ſo heißt es ſpitzwinklig, iſt einer davon 
ein rechter, ſo heißt es rechtwinklig, iſt einer davon ein ſtumpfer, ſo 
heißt es ſtumpfwinklig. Die Summe der Dreieckswinkel beträgt 1800. 
Der Außenwinkel des Dreiecks iſt gleich der Summe der Winkel an 
den andern Ecken. Sind zwei Dreieckswinkel gleich, ſo iſt das Dreieck 
gleichſchenklig (und umgekehrt). Das gleichſchenklige Dreieck hat eine 
Symmetrieachſe. Sind alle Dreieckswinkel gleich, ſo iſt das Dreieck 
gleichſeitig (und umgekehrt). 

Die Summe zweier Dreiecksſeiten iſt größer als die dritte. Die 
Differenz zweier Dreiecksſeiten iſt kleiner als die dritte. 

Zwei Dreiecke ſind kongruent, wenn ſie übereinſtimmen: 

a) in zwei Seiten und dem eingeſchloſſenen Winkel, oder 

b) in einer Seite und zwei gleichliegenden Winkeln, oder 

c) in allen drei Seiten, oder 
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d) in zwei Seiten und dem der größeren gegenüberliegenden 
Winkel, oder 

e) in zwei Seiten und dem der kleineren gegenüberliegenden 
Winkel, vorausgeſetzt, daß der der größeren Seite gegenüberliegende 
Winkel in beiden Dreiecken gleichartig iſt. 

Der größeren Dreieckſeite liegt der größere Dreieckswinkel gegen⸗ 
über (und umgekehrt). 


Der Kreis iſt diejenige ebene in ſich zurücklaufende Kurve, die 
überall von einem feſten Punkte, dem Mittelpunkte, denſelben Abſtand 
hat. Dieſer konſtante Abſtand heißt Radius. Die Verbindungslinie 
zweier Kreispunkte heißt Sehne. Die verlängerte Sehne heißt Sekante. 
Geht die Sehne durch den Mittelpunkt, ſo heißt ſie Durchmeſſer. 
Dieſer iſt Symmetrieachſe des Kreiſes. Das im Endpunkte des Radius 
auf dieſem errichtete Lot heißt Tangente. Der von zwei Radien be— 
grenzte Kreisteil heißt Kreisausſchnitt. Der durch die Sehne ab— 
geſchnittene Kreisteil heißt Kreisabſchnitt. Ein Teil des Kreisumfangs 
heißt Kreisbogen. Der Bogengrad iſt der 360. Teil des Kreisumfangs. 
Die Gerade und der Kreis ſchneiden ſich höchſtens in zwei Punkten. 
Zwei Kreiſe ſchneiden ſich höchſtens in zwei Punkten. Die Tangente 
berührt den Kreis nur in einem Punkte. 


Jedes regelmäßige Vieleck hat einen umbeſchriebenen und einen 
einbeſchriebenen Kreis. Regelmäßige Vielecke gleicher Seitenzahl ſind 
kongruent, wenn ſie in der Seitenlänge oder im Radius des um— 
oder einbeſchriebenen Kreiſes übereinſtimmen. 


Die Konſtruktions-Poſtulate (Forderungen) waren: Zwei 
gegebene Punkte durch eine Gerade zu verbinden; um einen Punkt 
mit gegebenem Radius einen Kreis zu ſchlagen. 

Die grundlegenden Konſtruktionen ſind folgende: 

1) Eine Strecke zu verdoppeln. 

2) Eine Strecke zu halbieren. 

3) Einen Winkel zu verdoppeln. 

4) Einen Winkel zu halbieren. 

5) Auf einer Geraden in einem gegebenen Punkte ein Lot zu 
errichten. 

6) Von einem gegebenen Punkte auf eine Gerade ein Lot 
zu fällen. 

7) Einen gegebenen Winkel an eine . in einem gegebenen 
Punkte anzutragen. 5 

Holzmüller, Mathematik. I. 4 
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8) Durch einen gegebenen Punkt zu einer Geraden eine Paral⸗ 
lele zu ziehen. 

Alle übrigen Konſtruktionen werden aus dieſen abgeleitet, be⸗ 
ſonders folgende: 

9) Zu einem ebenen Gebilde das Spiegelbild in Bezug auf 
eine Gerade zu konſtruieren. 

10) Ein Dreieck aus drei zur Kongruenz genügenden Stücken 
zu konſtruieren. 

11) Regelmäßige Polygone von gewiſſer Seitenzahl zu konſtruieren. 


Gelegentlich ſind an Beiſpielen die folgenden Grundſätze zu 
erläutern: 
1) Sind zwei Größen einer dritten gleich, ſo ſind ſie unter 


ſich gleich. 
Iſt a == bh und 5 =, ſo iſt auch 4 = c. 


2) Gleiches zu Gleichem addiert giebt Gleiches. 
Iſt a = adi und 5 = 1, ſo folgt a ＋ ) = ai ＋ 51. 
3) Gleiches von Gleichem ſubtrahiert giebt Gleiches. 
Iſt a = i und 5 = 5, ſo folgt a — a = 5 — 51. 
4) Gleiches mit Gleichem multipliziert giebt Gleiches. 
Iſt a = di und 5 = 1, ſo folgt ab = 41 bi. 
5) Gleiches durch Gleiches dividiert giebt Gleiches. 


a 


Iſt a = di und 5 bi, fo folgt 5 = K* 
1 


B. Planimetriſche Lehraufgabe der Tertia b. 
(Zweiter Jahrgang.) 


J. Von den Vierecken im allgemeinen. 


85) Aufgabe. In wieviel Punkten können ſich höchſtens 
vier Gerade ſchneiden? 

Auflöſung. Zwei Gerade ſchneiden fich höchſtens in einem 
Punkte; eine dritte Gerade kann mit jeder der beiden erſten nur 
einen Schnittpunkt geben, drei Gerade ſchneiden ſich alſo höchſtens 
in 1 ＋ 2 = 3 Punkten. Eine vierte Gerade giebt mit jeder der 
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drei erſten höchſtens einen Schnittpunkt, folglich ſchneiden ſich vier 
Gerade höchſtens in 1＋ 2 ＋ 3 -= 6 Punkten. 

Bemerkung. Verſuche, um alle Möglichkeiten kennen zu lernen, 
vier Gerade zu zeichnen, die, ſoweit man ſie auch verlängert, ſich 
doch in keinem Punkte, oder nur in einem, oder nur in zwei, in drei, 
in vier, in fünf Punkten ſchneiden, endlich ſolche, die ſich in ſechs 
Punkten ſchneiden. (Welche dieſer Aufgaben iſt etwa unmöglich, 
welche etwa auf mehrere weſentlich verſchiedene Arten lösbar?) 

Der letztgenannte Fall iſt in Fig. 34 dargeſtellt. Man nennt 
dieſe Zeichnung das vollſtändige Vierſeit. Es giebt zu drei Arten 
von Vierecken Veranlaſſung, 1) ABCD, 
2) BEDF, 3) 4E CF. Die erſte 
dieſer Flächen hat nur konkave Winkel, 
und die Seiten ſchneiden ſich nur in 
den Eckpunkten, ſonſt nicht im Bereiche 
der Fläche. Das zweite Viereck hat 
außer den vier Ecken B, E, D, F noch 
einen Schnittpunkt C. Das dritte hat 
bei C einen konvexen Winkel. Wir 
beſchäftigen uns eingehender 
nur mit Vierecken der erſten 
Art. Wird nichts Beſonderes geſagt, ſo iſt ſtets von einem ſolchen 
die Rede, und Entſprechendes ſoll auch von den Vielecken gelten. 


Fig. 34. 


86) Aufgabe. Wie viele Verbindungslinien giebt es 
höchſtens zwiſchen vier Punkten? | 
Auflöſung. Zwiſchen zwei Punkten ift höchſtens eine Verbin: 
dungslinie möglich. Ein dritter Punkt giebt höchſtens zu zwei neuen 
Verbindungslinien Veranlaſſung, ein vierter höchſtens zu drei neuen 
Verbindungen. Die höchſte mögliche Zahl von Verbindungen iſt alſo 
hier 1＋ 2 ＋ 3 6. Alſo: Vier Fig. 86. 
Punkte haben höchſtens ſechs 
gerade Verbindungslinien. 
Bemerkung. Verſuche, 4 Punkte 
zu zeichnen, die nur zu einer 
Geraden Veranlaſſung geben, oder 
nur zu vier Geraden, und ſolche, 
die zu 6 Geraden Veranlaſſung 
geben. Sind noch andere Fälle möglich? Fig. 35 ſtellt den Fall 
des gebräuchlichen Vierecks dar. AB, BO, CD und DA gelten als 
Seiten desſelben, 40 und BD als Diagonalen. [Wollte man AB, 
4 * 
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BD, DC und CA als Seiten nehmen, jo hätten AD und BC als 
Diagonalen zu gelten. Verſuche auch für ein Viereck der dritten Art 
die Diagonalen zu finden.] 


87) Die Summe der Winkel im Viereck beträgt vier 
Rechte. 

Beweis. In Fig. 35 denke man ſich 4500 durch die 
Diagonale BD in zwei Dreiecke zerlegt, dann iſt in dem einen 
4 ＋ 6. ＋ o = 21, im anderen 7 ＋ 62 +0, = 2 f. Die Summe 
dieſer Winkel giebt die der vier Viereckswinkel. 


88) Das gewöhnliche Viereck kann, abgeſehen von der allgemeinſten 
Form, in vielen beſonderen Formen auftreten, von denen jedoch nur 
die folgenden von Bedeutung ſind: 

a) Das Trapez, bei dem ein Seitenpaar parallel iſt, 

b) das Parallelogramm, bei dem zwei Seitenpaare parallel ſind, 

c) das gleichſchenklige Trapez, bei dem ein Seitenpaar 
parallel, das andere gleich, aber nicht parallel iſt. 

d) das Rechteck, d. h. das Parallelogramm mit lauter rechten 
Winkeln, ' 

e) der Rhombus, d. h. das gleichjeitige Parallelogramm, 

f) das Quadrat, d. h. das gleichſeitige Rechteck. 

Das Trapez und ſeine Spezialform kommen nur gelegentlich 
zur Sprache. Zunächſt iſt das Parallelogramm mit feinen Spezial- 
formen zu behandeln. 


II. Von den Parallelogrammen. 


89) Die Gegenſeiten und die Gegenwinkel des Pa— 
rallelogramms ſind einander gleich. 

Sig. 36. Beweis. Durch die Diagonale 

Da — BD wird das Parallelogramm 

1 / ABOD Gig. 36) in zwei fon- 

gruente Dreiecke geteilt, denn beide 

/ nr / Dreiecke ſtimmen überein in der 

al Seite BD, in den Winkeln 6, und 

1 2 7 6 (die als Wechſelwinkel bei Pa⸗ 

rallelen gleich ſind) und in den 


Winkeln 6, und o, (aus demſelben Grunde), alſo nach dem 2. Kon: 
gruenzſatze. Folglich ſind die den gleichen Winkeln gegenüberliegenden 
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Seiten gleich, d. h. 45 = D und 4 = C, ferner iſt c = , 
außerdem aber ö, +, = 682 + 61, d. h. X ADO N A5. 


90) Sind in einem Viereck je zwei gegenüberliegende 
Seiten einander gleich, ſo iſt es ein Parallelogramm. 

Beweis. Die Kongruenz der Dreiecke in Figur 36) folgt jetzt 
nach dem dritten Kongruenzſatze. Aus ihr folgt d, = 62, jo daß 
4 BO iſt; außerdem folgt o: = 81, jo daß auch 0 AB iſt. 


91) Sind in einem Viereck zwei Seiten gleich und 
parallel, ſo iſt es ein Parallelogramm. 

Beweis. Sit in Fig. 36 AB 4 DO, fo folgt aus dem 
Parallelismus, daß d, — P, iſt. Die Dreiecke ſtimmen jetzt in zwei 
Seiten und dem eingeſchloſſenen Winkel überein, ſind alſo kongruent 
nach dem erſten Kongruenzſatze. Folglich iſt auch d, = 62 und daher 
auch 40 BO, alſo 43 0) ein Parallelogramm. 


92) Die Diagonalen jedes Parallelogramms halbieren ſich 
gegenſeitig. 

Beweis. In Figur 37 find die Dreiecke 45 E und ODE 
nach dem zweiten Kongruenzſatze kongruent, denn V0 = A5, o = 8 
und y= a, folglich find die den gleichen Winkeln gegenüberliegenden 
Seiten gleich, d. h. AE= EC und DE= EB. 

Bemerkung. Jedes Parallelogramm hat zwei Mittellinien (FG 
und HJ), die zu den Seiten parallel find und durch den Durch 
ſchnittspunkt der Diagonalen Fig. 37. 
gehen. Sie zerlegen das Paral— D 2 0 
lelogramm in vier kongruente 
Parallelogramme, denn ſie laſſen 
ſich mit den Diagonalen ſo auf 
einander decken, daß kongruente 
Dreiecke (zweiter Kongruenzſatz) 
auf einander fallen. Die Mit⸗ 
tellinien halbieren alſo die Seiten und ſind ihnen bezüglich gleich. 


93) Halbieren ſich in einem Viereck die Diagonalen gegenſeitig, 
ſo iſt das Viereck ein Parallelogramm. 

Beweis. Sit in Figur 37 DE=BE und AE=CE, jo 
find die Dreiecke 45 E und CODE, da auch die Scheitelwinkel über: 
einſtimmen, kongruent (nach dem erſten Kongruenzſatze). Folglich 
it AB= CD, und da auch die Wechſelwinkel übereinſtimmen: 
A5 D, alſo 430 D ein Parallelogramm. 
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94) Iſt im Parallelogramm ein Winkel ein rechter, ſo ſind 
ſämtliche Winkel rechte (warum?), das Parallelogramm iſt alſo ein 
Rechteck. Im Rechtecke ſind beide 
Diagonalen gleich. Sind in einem 
Parallelogramme die Diagonalen gleich 
groß, ſo iſt es ein Rechteck. (Wa⸗ 
rum?) Durch die Ecken des Recht⸗ 
ecks läßt ſich ein Kreis legen. Das 
Rechteck hat zwei Symmetrieachſen, die 
Mittellinien des Rechtecks. (Vgl. Fig. 38 
und Abſchnitt 28). 


95) Sind in einem Parallelo⸗ 
gramme zwei zuſammenſtoßende Seiten 
gleich, ſo ſind alle Seiten gleich (warum?), das Parallelogramm iſt 
alſo ein Rhombus. 

Im Rhombus ſtehen die Diagonalen aufeinander ſenk— 
recht. e Beide ſind Symmetrieachſen des Rhombus. Die 
Winkel des Rhombus ſind durch 
die Diagonalen halbiert. (Wa⸗ 
rum?) Die vom Schnittpunkte 
der Diagonalen auf die Seiten 
des Rhombus gefällten Lote ſind 
gleich lang, in den Rhombus läßt 
ſich alſo ein Kreis beſchreiben. 
(Beweiſe dies an Fig. 39). 

Stehen in einem Viereck die Diagonalen auf einander ſenkrecht, 
und halbieren ſie ſich gegenſeitig, ſo iſt das Viereck ein Rhombus. 
(Warum?) Werden in einem Parallelogramm die Winkel durch die 
Diagonalen halbiert, ſo iſt es ein Rhombus. 


96) Das Quadrat iſt Rhombus und Rechteck zugleich, ſeine 
e ſind 25 gleich, halbieren ſich gegenſeitig und ſtehen auf 
einander ſenkrecht. Die Winkel 
des Quadrats werden durch die 
Diagonalen halbiert. In das 
Quadrat und um dasſelbe läßt ſich 
ein Kreis beſchreiben. (Vgl. 29.) 


97) Halbiert man in einem Tra⸗ 
pez die nicht parallelen Seiten, und 
zieht man die Verbindungslinie der Halbierungspunkte, ſo iſt dieſe zu dem 
anderen Seitenpaare parallel und gleich der halben Summe dieſer Seiten. 


Fig. 38. 
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Beweis. In Figur 40 ſei 430 D das Trapez, E und F ſeien 
die Halbierungspunkte der nicht parallelen Seiten AD und BO. Man 
lege durch F eine Parallele @ zu AD von der einen Parallelen bis zur 
Verlängerung der anderen, dann iſt & FHN A FCH (zweiter 
Kongruenzſatz), alſo GF= FH und ſomit EF Mittellinie des 
Parallelogramms 46 HD. Daraus folgt EF qt AG # DH. 
Ferner iſt f 

EF = DO ¶＋ O, 
und zugleich 
f EF = AB GB, 


folglich durch Addition der linken und rechten Seiten der Gleichungen: 
2 EF = AB DON (CH- GB), oder, da CH— B Ott, 
2 EF = AB ＋ D 

und EF == SR 


Bemerkung. Man nennt daher EF das arithmetiſche Mittel 
zwiſchen AB und DO. Da A CHEF BGF iſt, fo hat das Paral- 
lelogramm 46 ) denjelben Flächeninhalt, wie das Trapez 4 50D. 
(Man braucht nur GBF an Stelle von HCV zu ſetzen, um die 
Verwandlung herbeizuführen.) j 


98) Aufgabe. Eine gerade Linie in drei gleiche Teile zu 
zerlegen. 

Auflöſung. In Fig. 41 ſei AB die zu teilende Gerade. Man 
lege durch A eine beliebig gerichtete Gerade 4 X und ſchneide SR 
ihr die beliebige Strecke AC dreimal 
hintereinander ab, was die Punkte D und 
giebt. Darauf ziehe man EB und 
dazu durch D und C die Parallelen DE 
und CF. Dann it AT = FG B. 

Beweis. AFG HD 
AD (warum?), folglich 47 = CH 
—= DJ, folglich auch AF=FG=G@GB 
(warum?). 

Entſprechend löſt man die allge— 1 F 6 B 
meinere Aufgabe: 

Eine gegebene Gerade in beliebig viele gleiche Teile 
zu zerlegen. 

Aus der zugehörigen Zeichnung 71 0 ſich der 155 die dar⸗ 
ſtellende Geometrie wichtige) Satz: 


Fig. 41. 
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99) Iſt eine Gerade in gleiche Teile geteilt, und legt 
man durch die Teilpunkte Parallele, ſo wird jede die 
Parallelen ſchneidende Ge— 
Fig. 4. * rade in gleiche Teile geteilt. 
2 Schneidet die letztere die Paral— 
lelen rechtwinklig, wie in Fig. 42, 
fo nennt man die Stücke Ci D., 
Di Ei, EI FI u. ſ. w. die Bro: 
jeftionen der Stücke OD, DE, 
EF u. ſ. w. auf die Gerade AB. 
Alſo: Man erhält die Pro— 
jektion einer Strecke auf eine 
Gerade derſelben Ebene, in— 
dem man von ihren End— 
punkten aus Lote auf die 
Gerade fällt. 

Aus Obigem folgt: Die Pro— 
jeftionen, gleicher Stücke 
einer Geraden auf eine Gerade derſelben Ebene ſind ein— 
ander gleich. 

Dasſelbe gilt von den Projektionen gleicher Stücke 
paralleler Geraden auf eine andere Gerade derſelben Ebene. 


100) Aufgabe. Ein Parallelogramm durch Parallele zu dem 
einen Seitenpaare in eine beliebige Anzahl gleicher Teile einzuteilen. 
(Auflöſung leicht.) 


101. a) übungsſatz. Verbindet man die Halbierungspunkte 
der Seiten eines Dreiecks, ſo wird dieſes in vier kongruente Dreiecke 
zerlegt, deren entſprechende Seiten parallel liegen. (Vgl. 99.) 

b) Umkehrung. Legt man durch die Ecken eines Dreiecks 
Parallele zu den Gegenſeiten, und werden die Parallelen hinläng— 
lich verlängert, ſo entſteht ein Dreieck mit denſelben Winkeln und 
doppelt ſo langen Seiten, die halbiert ſind. [Die Figur enthält vier 
übereinſtimmende Dreiecke. 

e) Folgerung. Haben zwei Dreiecke gleiche Winkel und ver— 
halten ſich zwei entſprechende Seiten der beiden Dreiecke wie 1: 2, ſo 
verhalten ſich auch die andern entſprechenden Seiten wie 1: 2. (Vgl. 
Figur zu a.) 


102) Das Quadrat über der Hypotenuſe eines recht— 
winkligen Dreiecks iſt gleich der Summe der Quadrate über 
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den beiden Katheten “). (Lehrſatz des Pythagoras oder Pytha⸗ 
goreiſcher Lehrſatz.) f 
Beweis. In Fig. 43a iſt ein rechtwinkliges Dreieck mit den 
Seiten a, 5, e dargeſtellt. 
Fig. 43 b ſtellt das Quadrat über der Seite (a ＋ b) dar. 
In dieſes Quadrat iſt das rechtwinklige Dreieck viermal ſo eingelegt, 
daß in der Mitte ein Rhombus mit der Seite „ entſteht. In jeder 


Fig. 43. 


Ecke des Rhombus ſtoßen zwei Dreieckswinkel « und 6 zuſammen, 
deren Summe 90° beträgt, jo daß für den Rhombuswinkel 90° 
übrig bleiben. Demnach iſt der Rhombus das Quadrat über der 
Hypotenuſe e, und das Quadrat über ec iſt gleich dem Quadrate 
über (a + 5) vermindert um das Vierfache des gegebenen Dreiecks. 

In Figur 43 b iſt von dem Quadrate über (a ＋ 5) das ge: 
gebene Dreieck viermal in anderer Weiſe abgezogen, ſo nämlich, daß 
zwei Quadrate übrig bleiben, das über a und das über b. 

In beiden Figuren iſt alſo von demſelben Quadrate je viermal 
dasſelbe Dreieck abgezogen, folglich müſſen die Reſtfiguren gleichen 


) Dieſer Flächenſatz wird hier eingeſchaltet, um in der Kreislehre lang— 
atmige Erörterungen über die Abſtände der Sehnen vom Kreismittelpunkte 
zu erſparen. Auch ſeine Wichtigkeit im allgemeinen läßt einen einfachen 
vorläufigen Beweis ſchon in der Untertertia als wünſchenswert erſcheinen. 


* 
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Flächeninhalt haben, d. h. das Quadrat über » ift gleich der Summe 
der Quadrate über a und db. [In Anlehnung an die Arithmetik 


kann man ſagen, die Maßzahlen a, b und c ſtehen in der Be⸗ 


ziehung * = a? + b.] 

Folgerung: Das Quadrat über einer Kathete eines recht— 
winkligen Dreiecks iſt gleich der Differenz zwiſchen dem 
Hypotenuſenquadrate und dem anderen Kathetenquadrate. 
(In Fig. 43 iſt 52 = 0 — a? und ebenſo a? = ce? — PR] 

Beiſpiel. Ein rechtwinkliges Dreieck habe Katheten von der 
Länge 3 em und 4 em. Wie groß iſt die Hypotenuſe? 

Auflöſung. Das Quadrat über der einen Kathete hat den 
Flächeninhalt 9 gem, das über der andern faßt 16 gem, beide zu⸗ 
ſammen faſſen alſo 25 gem. So groß iſt der Inhalt des Hypotenuſen⸗ 
quadrates. Folglich hat die Hypotenuſe die Länge 5 cm. [Beim 
Bauen werden bisweilen Stangen, deren Längen ſich wie 3:4: 5 
verhalten, benutzt, um genau den rechten Winkel für die Wände feſt⸗ 
zulegen.] 


Beiſpiel. Ein rechtwinkliges Dreieck habe die Hypotenuſe 13 em 


und die Kathete 12 em, wie lang iſt die andere Kathete? 

Auflöſung. Das Quadrat über der Hypotenuſe hat 169 qem, 
das über der einen Kathete faßt 144 gem. Die Differenz beider iſt 
25 gem, und dies muß gleich dem Inhalte des anderen Katheten— 
quadrates ſein. Dieſe Kathete hat alſo die Länge 5 em. 


103) Aufgabe. In Quadratform die Summe der Qua: 


drate zu bilden, die ſich über den Geraden a und b er- 


richten laſſen. 

Auflöſung. Man zeichne einen rechten Winkel mit den Schenkeln 
a und ) und vollende das rechtwinklige Dreieck. N N Quadrat über 
der Hypotenuſe iſt das geſuchte. 

Aufgabe. In Quadratform die Differenz 967 Quadrate 
zu bilden, die ſich über den Geraden e und b errichten 
laſſen. (5 >b) 

Auflöſung. Man konſtruiere ein Dreieck aus e und b und 
dem » gegenüberliegenden Winkel 90° (Vgl. Abſchnitt 80). Das 
Quadrat über der gefundenen Kathete iſt das geſuchte. 
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III. Vom Kreiſe. 


104) a) Bekannt ſind bereits folgende Begriffe: Kreis, Kreis— 
fläche, Kreisumfang, Sehne, Sekante, Durchmeſſer, Halbmeſſer, Bogen, 
Centriwinkel, Sektor, Segment, Tangente, Kreisteilung, regelmäßiges 
Vieleck. Bekannt ſind die Sätze über die Kongruenz von Bogen, 
Centriwinkeln, Segmenten und Sektoren gleicher Kreiſe und die Sätze 
über das vom Mittelpunkte auf die Sehne gefällte Lot bezw. über 
die im Halbierungspunkte der Sehne auf ihr errichtete Senkrechte. 

b) Weitere Erklärungen: Liegt der 
Scheitel eines Winkels auf der Kreislinie 
und ſind ſeine Schenkel Sehnen, jo heißt der 
Winkel ein Peripheriewinkel, vergl. N 
in Fig. 44. Man jagt vom Peripherie 
winkel y, er ſtehe auf dem Bogen AO. 
Ebenſo ſteht der zugehörige Centriwinkel auf 
dem Bogen 40, dagegen der konvexe Centri— 
winkel 8 auf dem Bogen ADC. — Liegt 
der Scheitel eines Winkels auf der Peri- 
pherie und ſind ſeine Schenkel eine Sehne und eine Tangente, ſo heißt 
er ein Tangenten-Sehnen-Winkel, vergl. die Winkel d und e 
in Fig. 44. Schneiden ſich zwei 
Kreiſe, und zeichnet man in einem 
Schnittpunkte die beiden Tangenten, 
ſo erhält man den Winkel, unter 
dem ſich die Kreiſe ſchneiden. (Ge— 
wöhnlich iſt der Winkel « (Fig. 45) 
zwiſchen den nach innen gehenden 
Tangenten gemeint, nicht ſein 
Nebenwinkel 6.) 

Liegen die Ecken eines Biel- 
ecks ſämtlich auf einem Kreiſe, ſo 
ſagt man, das Vieleck ſei dem Kreiſe einbeſchrieben, der Kreis ſei 
dem Vieleck umbeſchrieben oder er ſei ſein Um: Fig. 46. 
Kreis (vergl. Fig. 46). Handelt es ſich dabei 
um ein Viereck, jo heißt es ein Sehnen— 
viereck. Sind die Seiten eines Vielecks ſämt⸗ 
lich Tangenten eines Kreiſes, ſo ſagt man, 
das Vieleck ſei dem Kreiſe umbeſchrieben, 
der Kreis ſei ihm einbeſchrieben oder 
fein In⸗Kreis. Vergl. Fig. 47. Handelt 


Fig. 45. 
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Fig. 47. es ſich dabei um ein Viereck, ſo heißt 
dieſes ein Tangentenviereck. 
Berühren die Seiten eines Vielecks 
einen Kreis teils unmittelbar, teils in 
ihren Verlängerungen oder ſämtlich 
nur in den Verlängerungen, ſo ſagt 
man, das Vieleck ſei dem Kreiſe an⸗ 
beſchrieben, ebenſo ſei der Kreis 
dem Vielecke anbeſchrieben oder ſein 
An⸗Kreis. Vergl. z. B. die Vierecke ABCD in Fig. 48a und 
48b. (Zeichne ein Viereck, bei dem keine Seite direkt berührt.) 


Fig. 48 a. Big. 48%. 


8 


105) Satz: Gleiche Sehnen eines Kreiſes haben gleichen 
Abſtand vom Mittelpunkte; von zwei ungleichen Sehnen 
eines Kreiſes hat die größere den kleineren Abſtand vom 
Mittelpunkte. tig 

Beweis. a) Sit in Fig. 49 AB= A,B, und find MC und 
MO, ihre Abſtände vom * ſo 12 auch 40 = 41 C, 


Fig. 49. Fig. 50. 


B 4, B A, 


ferner AM = A,M und die rechten Winkel bei C und C find 
gleich, folglich ft AACMZAA,C,M, folglich M = NC.. 

b) In Fig. 50, in der die entſprechenden Bezeichnungen zu be— 
nutzen find, ſei AB > A,B,, alſo auch die Hälfte a größer als die 
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Hälfte 41. Da nun nach Pythagoras e = — a’ und en? 72 — 412 

iſt, jo muß 6 Tei? ſein, denn bei e? ift mehr von „ abgezogen als bei e,?. 

Sit aber das Quadrat über e kleiner als das über en, jo iſt auch e Ten. 
Bemerkung. Wie lauten die Umkehrungen dieſer Sätze? 


106) Jeder Peripheriewinkel iſt die Hälfte des auf 
demſelben Bogen ſtehenden Centriwinkels. 
Beweis. Erſter Fall. Schenkel AM (Fig. 51a) liegt auf AB. 


Fig. 51 a. Fig. 51 b. 


Fig. 510. 


Dann ft c = 6 7 (Außenwinkel), da aber P=y iſt, fo folgt 
4 = c286 und 6 7 b 

Zweiter Fall. M liegt zwiſchen AB und BC. (Fig. 51 b.) 
Man ziehe den Durchmeſſer BD. Dann iſt a1 = 2861 (ſoeben be⸗ 
wieſen) und a. = 282, folglich a. + d = 2 (81 + 62), d. h. * AN 
2. (KABO), alſo * ABC X AN. 

Dritter Fall. M liegt außerhalb ABO. (Fig. 516.) Man 
ziehe den Durchmeſſer BD. Dann iſt «+, = 2 (86 + 61), aber 
% = 2861, folglich durch Subtraktion & = 28. 


107) Folgerungen. a) Peripheriewinkel auf gleichen 
Bogen gleicher Kreiſe ſind einander gleich; gleiche Peripherie— 


winkel gleicher Kreiſe ſtehen auf gleichen Fig. 52. 
Bogen. (Zu beweiſen mit Hilfe der zu⸗ 
gehörigen Centriwinkel.) B 


b) Jeder Peripheriewinkel im 
Halbkreiſe iſt ein Rechter. 
Beweis. Der zugehörige Centriwinkel 0 
. (AMC in Fig. 52) iſt gleich 2 Rechten, der 
Peripheriewinkel alſo die Hälfte. (Die Auf⸗ 
gabe, ein Quadrat zu konſtruieren, welches gleich 
der Differenz zweier gegebenen iſt, läßt jetzt welche andere Löſung zu?) 
e) Jeder Winkel über einem Bogen, der ſeinen Scheitel außer⸗ 
5 
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halb des Kreiſes hat, iſt kleiner als jeder zum Bogen gehörige 

Peripheriewinkel; jeder Winkel über dem Bogen, der ſeinen Scheitel 

8 innerhalb des Kreiſes hat, iſt größer 
als jeder Peripheriewinkel über dem⸗ 
ſelben Bogen. 

Beweis. In Fig. 53 iſt o >y, 
weil d Außenwinkel des Dreiecks ADC 
iſt. Ebenſo iſt e (als Außenwinkel des 
Dreiecks AED). 

Bemerkung. Sämtliche gleichen Winkel 
über einer Geraden 4 5 haben ihre Scheitel 
auf einem Kreisbogen durch 4 und B; 
kleinere Winkel über AB haben den 

Scheitel außerhalb dieſes Bogens, größere dagegen innerhalb. 

d) Zu jeder Sehne AB gehören zwei Bogen, folglich auch zwei 

Arten von Peripheriewinkeln, ſpitze und ſtumpfe. Die entſprechenden 

Fig. 54. Winkel ſind Supplementwinkel. In Fig. 54 

z. B. iſt die Summe des konkaven und des kon⸗ 

vexen Centriwinkels gleich 4 Rechten, folglich iſt 

3 y»+9=2R. Daraus ergiebt ſich der Satz: 
In jedem Sehnenvierecke iſt die 

Summe zweier gegenüberliegenden 

Winkel gleich zwei Rechten. Umkeh⸗ 

rung: Iſt in einem Vierecke die Summe 

zweier gegenüberliegenden Winkel gleich 
zwei Rechten, ſo iſt es ein Sehnenviereck. (Warum?) 


Fig. 53. 


108) Aufgabe. Um ein gegebenes Dreieck ABC 
einen Kreis zu beſchreiben. 

Auflöſung. Man errichte im Halbierungspunkte D auf BC ein 
Lot (Fig. 55), ebenſo im Halbierungs⸗ 
punkte E auf 40. Der Schnittpunkt 
M dieſer Lote iſt der Mittelpunkt des 
geſuchten Kreiſes. 

Beweis. BM= MC, denn AMDB 
SMD C; CM = AA, denn AEMC. 
S EMA. Folglich MA = MB 
HM. 8 

Bemerkung. Fällt man von M ein 
Lot auf die dritte Seite AB, jo wird 
dieſe ebenfalls halbiert. Folglich: 


Fig. 55. 
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Die auf den Dreieckſeiten in den Halbierungspunkten 
errichteten Lote ſchneiden ſich in einem Punkte, dem Mittel— 
punkte des Um-Kreiſes. — Verbindet man dieſen Punkt mit den 
Ecken des Dreiecks, ſo bilden die Verbindungslinien Winkel, die 
doppelt ſo groß ſind, als die Dreieckswinkel. — Enthält das Dreieck 
nur ſpitze Winkel, jo liegt der Mittelpunkt des Um⸗Kreiſes innerhalb 
des Dreiecks; enthält es einen ſtumpfen Winkel, ſo liegt er außerhalb; 
enthält es einen rechten Winkel, ſo Regt er auf der Oypotenuſe und hal⸗ 
biert dieſelbe. (Wa⸗ 
rum?) — Iſt in einem 
Viereck die Summe 
zweier gegenüberlie— 
genden Winkel gleich 
zwei Rechten, ſo läßt 
ſich ebenſo die Aufgabe 
löſen, um dieſes einen 
Kreis zu ſchlagen. 


109) Jeder 
Tangentenſeh⸗ 4 
nenwinkel iſt 
gleich jedem Peripheriewinkel im entgegengeſetzten Kreis— 
abſchnitt. 

Beweis. In Fig. 56 ſei AB die in ( berührende Tangente, cD 

eine Sehne. Zieht man den Durch— 
meſſer C und die Sehne ED, fo iſt Fig. 57. 
«= 90° — (warum?) und ebenſo f 
a = 90’ — y (warum?), folglich 
d al. Nun iſt aber jeder Peripherie⸗ 
winkel über DC, der auf derſelben 
Seite von DO liegt, gleich a, für 
den ſpitzen Winkel « alſo iſt der 
Satz bewieſen. 

Zeichnet man nun einen Pe⸗ 
ripheriewinkel DF auf der andern 
Seite, jo iſt 8. = 180’ — «, (Seh: 
nenviereck), ebenſo 8 = 180° — c, 
folglich auch 8 = 81. Der Satz 
gilt alſo auch vom ſtumpfen Winkel. 


110) Aufgabe. Über einer 
Geraden AB einen Kreis— 


B 
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bogen zu zeichnen, der einen gegebenen Winkel « als Peri— 
pheriewinkel über AB in ſich faßt. 

Auflöſung. Sit AB die gegebene Gerade (Fig. 57) und 4 
der gegebene Winkel, jo trage man « als BAD an die Gerade 
A an. In A errichte man ein Lot auf AD, ebenſo im Halbierungs— 
punkte C auf AB. Die Lote ſchneiden ſich im Mittelpunkte des ge— 
ſuchten Kreisbogens. (Warum?) 

Bemerkung. Sit « ein rechter Winkel, fo hat man über AB 
als Durchmeſſer einen Halbkreis zu ſchlagen. 


IV. Vermiſchte Übungsſütze und Aufgaben über Dreiecke, 
Vierecke, Vielecke und Kreiſe. 


111) Erklärungen. Die von den Ecken A, B, C auf die 
Gegenſeiten a, db, „ (oder ihre Verlängerungen) gefällten Lote A,, 
h, und h, heißen die Höhen des Dreiecks. Die von denſelben 
Ecken nach den Halbierungspunkten der Gegenſeiten gehenden Ge— 
raden , , tz heißen die Mittellinien des Dreiecks. Der Radius 
des Um⸗Kreiſes ſoll „ heißen. 


112) Aufgaben. a) Ein Dreieck zu konſtruieren aus Seite a, 
dem Winkel « und der Höhe A.. 

b) Ein. Dreieck zu konſtruieren aus Seite a, Winkel « und der 
Mittellinie . 

e) Ein Dreieck zu konſtruieren aus vr, a und 7. 

d) Ein Dreieck zu konſtruieren aus vr, 4 und 1. 

e) Ein Dreieck zu konſtruieren aus a, A, und A, (Benutze 
den Halbkreis über a.) 

Bemerkung. Unterſuche bei jeder dieſer Aufgaben, unter welchen 
Bedingungen eine oder etwa zwei verſchiedene Löſungen möglich ſind. 
Iſt nur eine Löſung möglich, ſo iſt jedesmal ein neuer Kongruenzſatz 
gefunden, z. B. zwei Dreiecke ſind kongruent, wenn ſie übereinſtimmen 
in a, « und h..] 


113) Satz. Die Höhen eines Dreiecks ſchneiden ſich 
ſämtlich in einem Punkte. 

Beweis. In Fig. 58 ſei ABC das gegebene Dreieck mit feinen 
drei Höhen AH, BI und CK. Durch die Ecken des Dreiecks ſind 
Parallele zu den Seiten gelegt, die ein Dreieck DEF geben, deſſen 
Seiten in A, B und C halbiert find (vergl. 101). Weil nun AH, 
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BJ und CK Lote auf dieſen Seiten in ihren Halbierungspunkten 
ſind, ſo ſchneiden ſie ſich nach Fig. 58. 
108) in einem Punkte. 8 10 


114) Aufgabe. Von 
einem außerhalb eines N 
Kreiſes gelegenen Punkte 
aus an denſelben Tan— 
genten zu ziehen. 


4 5 
N 
Auflöſung. In Fig. 59 N 
ſei A der außerhalb des um N 0 
Pr 


* 


geſchlagenen Kreiſes gegebene 
Punkt. Man verbinde A mit M, 
halbiere AM in B und ſchlage um B mit BM als Radius einen 
Kreis, der den gegebenen in C und Y ſchneidet. Die Geraden 40 


und DO ſind die geſuchten Fig. 59. 
Tangenten. (MO iſt näm⸗ N 
lich Radius und AC_L MO. 1 
Ebenſo iſt es bei D.) 


Bemerkung. Die bei⸗ 
den Tangenten find ein⸗ 
ander gleich. Der Winkel 


B 
zwiſchen ihnen iſt halbiert 
(vergl. 83). Alle Kreiſe, „ 
die zwei ſich ſchneidende Ge— N 
rade berühren, haben ihre 
Mittelpunkte auf der Hal⸗ 
bierungslinie des Winkels. N as 
115) Aufgabe. In 


ein gegebenes Dreieck ABO einen Kreis zu beſchreiben. 
Auflöſung. Man hal⸗ 
biere die Winkel bei B und a 
(Fig. 60). Der Schnitt: 
punkt M iſt dann der ge⸗ 
ſuchte Mittelpunkt. Mit 
dem Abſtande desſelben von 
einer der Linien ſchlage man 
den Kreis. Dieſer berührt 
ſämtliche Geraden. 
Beweis. MD, ME 
und MF jeien die Lote von M # 
Holzmüller, Mathematik. I. 
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nach den Dreieckſeiten, dann ft R FHM BDM, folglich MD 
= MF; MDG MEC, folglich MD—= ME. Demnach berührt 
der um M mit M geſchlagene Kreis die Dreieckſeiten in D, E und F. 

Bemerkung. MA halbiert den Winkel bei A. (Warum?) Folglich 
gilt der Satz: Die Winkelhalbierenden des Dreiecks ſchneiden 
ſich ſämtlich in einem Punkte, dem Mittel: 
punkte des In-Kreiſes. 


116) Aufgabe. An die Seite BC eines 
gegebenen Dreiecks ABO einen An: 
Kreis des letzteren zu legen (Fig. 61). 

Auflöſung. Halbiere die an der Seite 

liegenden Außenwinkel. Vom Schnittpunkte 
\ M, der Halbierungslinien fälle das Lot N 
\ auf BC. Der mit diefem um M, geſchlagene Kreis 
/ berührt die Dreieckſeiten bezw. ihre Verlänge— 
rungen in D, E und F. (Beweis wie vorher.) 

Bemerkung. M. A halbiert den Winkel 
bei 4. Folglich gilt der Satz: 

Die Halbierenden eines Dreieckswinkels und der an den andern 
Ecken liegenden Außenwinkel ſchneiden ſich ſämtlich in einem Punkte, 
dem Mittelpunkte des einen An-Kreiſes. 


117) Satz. Bildet man in einem Dreieck ABC das Fußpunkt⸗ 
Dreieck DEF der Höhen, fo iſt der Schnittpunkt M der Höhen der 
Mittelpunkt des In⸗Kreiſes für das 
Dreieck DEF, während die Ecken 
A, B und 0 die Mittelpunkte der 
drei An⸗Kreiſe ſind. 

Beweis. CE iſt ein Seh⸗ 
nenviereck, denn die gegenüber— 
liegenden Winkel D und E find 
Rechte. Folglich ſind für den Um⸗ 
Kreis dieſes Vierecks a, und c als 
Peripheriewinkel über der Sehne 
EM einander gleich. Ebenſo iſt 
DMFB ein Sehnenviereck und 
% = d. Nun ſtimmen aber 
A CME und ABMF in den rechten Winkeln und den Scheitelwinkeln 
überein, folglich iſt a. = ag, folglich auch : = . Alſo it X EDF 
halbiert. Dasſelbe gilt von den Winkeln bei E und F. BD aber hal⸗ 
biert den Außenwinkel des Dreiecks DEF bei D (warum?), ebenſo 


4 Fig. 61. 


Fig. 62. 
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halbieren die übrigen Seiten des Dreiecks ABC die Außenwinkel 

von DEF. Damit iſt der Satz bewieſen. (Vgl. 115 u. 116.) 
Bemerkung. Die Radien des In-Kreiſes und der An⸗Kreiſe 

ſollen ſtets mit 9, @,, o, os bezeichnet werden, wobei die letzten drei den 

die Seiten a, b, c direkt be— Fig. 68. 

rührenden Kreiſen angehören. 


118) Satz: Die Summe 
zweier Gegenſeiten eines 
Tangentenvierecks iſt 9 
gleich der Summe der 
beiden andern Gegen- , 
ſeiten. 

In Fig. 63 ſind fol⸗ b 
gende Tangenten gleich: a 
A, 5 = bi, == ci, 
d di, folglich it a ＋ b 
＋ e d= di ＋ bi ＋ ci ＋ di, d. h. 45 ＋ OD BOA DA. 

Umkehrung: Iſt bei einem Viereck die Summe des einen Gegen— 
ſeitenpaars gleich der des andern, ſo iſt es ein Tangentenviereck. 

Beweis. Angenommen, 450 in Fig. 64 hätte in dem ange⸗ 

gebenen Sinne gleiche Seitenſummen und würde von dem gezeichneten 
Kreiſe nur an drei Seiten Fig. 64. 
berührt, während DC ab- 
liegt, ſo könnte man die 
vierte Tangente CD, ziehen. 
Dann würde ſein 45 
CD. = AD O, und 
nach der Vorausſetzung 
AB-+-CD=(AD,+D,D) 
+ BO, folglich durch Sub— 
traktion CD - CD. = DI 
oder CD CD. +D,D 
d. h. die Summe zweier 
Dreiecksſeiten würde gleich 
der dritten ſein. Dieſer 
Widerſpruch kann nur dadurch aufgehoben werden daß D auf D, 
fällt. — Entſprechend wird der Beweis geführt, wenn man annimmt, 
CD ſchnitte den Kreis. 

Bemerkung. Verſuche die entſprechenden Sätze für die anbe: 
ſchriebenen Vierecke auszuſprechen. 


5 * 
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119) Aufgabe. Ein Dreieck habe die Seiten a, b und e. 
Wie groß ſind die Abſchnitte 51, 52, Ps, die durch die Be— 
Fig. 65. rührungspunkte des In— 
“Kreiſes entſtehen. 
Auflöſung. In Fig. 65 iſt 
251 + 2 ½ + 25 
= abe, 
zugleich iſt 
27 + 29, — 2a, 
folglich durch Subtraktion: 
21 =a+tb+c— 2a 
bre a, 
c folglich v — i 
en 
— — 


22 


* 


ebenſo 9. 


120) Dieſelbe Aufgabe für den Ankreis mit 
Radius 9. zu löſen. 

Auflöſung. In Fig. 66 it AF=AB+BD und 4E 
—=AC+CD, folglich 47 ＋ AE A Te, und, da AF 


Bin. 66 A ist A AE FE. 


Aus AF— , = c und ½ ＋ 8 = d 
folgt durch Addition AF+ m = 4 
+c, alſo p. = a ＋ - AF = d 


KA 
8 1 ＋ e — e ‚ ebenjo 
BD b— 5 
> 20 2 2 ar — was mit den Formeln 


für 5 und p; in 119) übereinſtimmt. 
Folglich: Der Ankreis teilt die 
Y direkt berührte Seite in dieſelben 
Stücke, wie der Inkreis, nur ſind 
beide in der Lage vertauſcht. (Um 
die Übereinſtimmung zu einer vollkommnen 
zu machen, iſt ausnahmsweiſe bei B 
und C nicht 5 bezw. 53 ſondern 5, bezw. 2, geſchrieben. Die be⸗ 
wieſene Übereinſtimmung iſt eine Quelle wichtiger Sätze. Bei den 

1 7) 


letzteren ſetzt man 
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121) Aufgaben: a) Ein Dreieck zu konſtruieren aus 5, o und a, 
b) 


" m n I 75 Yı 91 I 4 
c) m 7 „ „ „ HR M. 
3 PR [7 1 n TE 03 I h,.] 


122) Die Mittellinten eines Dreiecks ſchneiden ſich in 
einem Punkte und von jeder iſt der dritte Teil abgeſchnitten. 

Bemerkung. In Fig. 67 ſind 
F und E Halbierungspunkte der 
Dreiecksſeiten, folglich nach Ab⸗ 
ſchnitt 101) FBC. Demnach 
haben die Dreiecke FEG und 
BCG gleiche Winkel, und da 
FE= B iſt (nach 101), fo 
folgt (ebenfalls nach 101) FG 
= 1260 nnd EG = 65, oder 
Fa = FO und EGA = EB. 
Da ebenſo AD von EB den 
dritten Teil abſchneiden muß, gehen alle Mittellinien durch 6, und von 
jeder iſt der dritte Teil abgeſchnitten. [Aus Gründen der Mechanik 
heißt @ der Schwerpunkt der Punkte A, 5 und und der Dreiecks—⸗ 
fläche ABC, nicht aber des Dreiecksumfangs. Bei gleichſchenkligen 
und gleichſeitigen Dreiecken 
fallen Mittellinien mit ge— 
wiſſen Höhen und Winkel— 
halbierenden zuſammen.] 


123) Aufgabe. Ein 
Dreieck aus den drei . 4 
Mittellinien , t und tz % 
zu konſtruiern. 

Auflöſung. Kon⸗ 
ue aus Nen Seiten 


37 Fu und 3 43 (Fig. 68) 
das Dreieck 50 l, hal⸗ 
biere GH in D, ziehe 
BD und verdoppele es, 
was BC giebt, verlängere BG bis BE = t wird, ziehe CE bis 
zum Schnitte A mit Verlängerung von 06 und ziehe AB. 
Warum iſt das Dreieck ABC das verlangte? Wann iſt die 


Konſtruktion möglich? 
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[Aufgaben. Ein Dreieck zu konſtruieren aus 4, t und t, 
n 2 n 5 „M , 11 " 2 
0 1 1 n „M 4, z n h.. 
(Bemerkung zur letzten Aufgabe: A liegt auf einer Parallelen 
zu a im Abſtande 7, E auf einer Parallelen im halben Abſtande.) 
Bemerkung: Die Mittelpunkte der In-, Um⸗ und An⸗Kreiſe, 
der Höhendurchſchnitt und der Durchſchnitt der Mittellinien des Dreiecks 
werden als merkwürdige Punkte desſelben bezeichnet.] 


124) Aufgabe. Zu zwei Kreiſen die gemeinſchaftlichen 
Tangenten zu zeichnen. 

Auflöſung. Sind M und M, die Mittelpunkte der beiden 
Kreiſe (Fig. 69) und » und 7. die Radien, jo ſchlage um M einen 


Fig. 69. 


Kreis mit Radius r—r, und lege von M. aus an dieſen die 
Tangente M. A. Darauf ziehe MA bis B und errichte auf AB 
in B ein Lot. Dieſes iſt die gemeinſchaftliche Tangente. (Warum?) 

Bemerkung. Liegen die Kreiſe ganz auseinander, ſo laſſen ſich 
auch innere Tangenten legen. Für dieſe benutze man einen Hülfs— 
kreis mit Radius r + r.. 

Berühren ſich die Kreiſe von außen, ſo fallen die inneren 
Tangenten in eine zuſammen, berühren ſie ſich innerlich, ſo fallen 
die äußeren Tangenten in eine zuſammen. 

Die Symmetrie gegen die Centrale MM, zeigt, daß ſowohl die 
beiden äußeren, als auch die beiden inneren Tangenten ſich in Punkten 
der Centrale ſchneiden. Die Schnittpunkte heißen äußerer und innerer 
Ahnlichkeitspunkt beider Kreiſe. Praktiſche Anwendung finden die 
Figuren der äußeren und inneren Tangenten bei den Riementrieben 
der Fabriken. Die äußeren Tangenten geben gleichlaufende, die inneren 
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entgegengeſetzt drehende Räder. Die Geſamtfigur findet Anwendung 
bei der Erläuterung des Kern- und Halbſchattens der Erde bezw. des 
Mondes und bei der Erklärung der totalen und ringförmigen Sonnen: 
finſterniſſe. Später tritt die Figur noch mehrfach in bedeutungsvoller 
Weiſe auf. 


125) Aufgaben. a) Ein Dreieck zu konſtruieren aus a, o und 91; 
5 7 0 0 „„ & Oi „ 0; 
c) 70 [2] " I e hi; 
d) [2 [2 n "n „ d, 02 u 71-1 
(Die Löſung von a) ergiebt ſich aus Fig. 70.) 
Bemerkung. Aus je drei von einander unabhängigen Stücken läßt 
ſich ſtets ein Dreieck konſtruieren. Dieſe Stücke können fein: Seiten a, ö, c, 
Winkel a, 6, Yı Höhen I; hs, 5, Fig. 70. 
Mittellinien , , tz, Winkelhalbie⸗ 
rende 8, 82, 8s, Radien „, o, 01, 92, Oz, 
Winkel zwiſchen einzelnen der ge— 
nannten Linien, Abſchnitte derſelben 
u. dgl. An Stelle eines Stückes kann 
die Eigenſchaft der Gleichſchenkligkeit 
treten, an Stelle zweier Stücke die 
Eigenſchaft der Gleichſeitigkeit. Es 
giebt auch leichtere Poſitionsaufgaben, 
z. B. ein gleichſeitiges Dreieck von 
gegebener Seite ſo in ein anderes zu 
legen, daß die Ecken des erſteren auf 
die Seiten des andern fallen, oder ſo 
um das andere zu legen, daß die Seiten 
des einen durch die Ecken des andern 
gehen. Statt Dreieck mag bei dieſer 
Aufgabe auch Quadrat oder regelmäßiges Vieleck geſagt werden. Hierher 
gehören auch die Aufgaben, Kreiſe von gegebenem Radius in vorgeſchrie— 
bene Lagen zu bringen. Häufig iſt von Nutzen der Begriff des geo— 
metriſchen Ortes, d. h. der Geſamtheit der möglichen Lagen eines Punktes, 
wobei es ſich hier um eine Gerade oder einen Kreis handelt. Nicht alle 
Aufgaben ſind ohne Weiteres auf dem Standpunkte der Klaſſe lösbar, 
jedoch kann der Schüler zahlreiche lösbare Aufgaben ſelbſt 
ausfindig machen. Aufgaben, die, wie Nr. 123, nur durch Kunſt⸗ 
griffe zu löſen ſind, müſſen vorläufig ausgeſchloſſen werden. 


126) Aufgaben. Einen Kreis mit gegebenem Radius zu 
zeichnen, der 
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a) zwei gegebene Gerade berührt, 

b) eine gegebene Gerade berührt und durch einen gegebenen 
Punkt geht, 

e) eine gegebene Gerade und einen gegebenen Kreis berührt, 

d) zwei gegebene Kreiſe berührt. 


127) Aufgabe. Einen Kreis zu konſtruieren, der einen ge 
gebenen Kreis und zwei ſeiner Tangenten berührt.] 


128) Aufgabe. In wieviel Punkten ſchneiden ſich 
höchſtens n Gerade? 

Auflöſung. Die Fortſetzung der Betrachtung 85) giebt für 5 Ge- 
rade 1 ＋E 2 ＋ 3 ＋ 4 = 10 Schnittpunkte, für n Gerade 1 + 2 
＋ 3 ＋ ＋ (- 1) Punkte. Wie viele find dies? Es ſei z. B. 
1＋2＋ 3 ＋ . ＋ 7 ＋ 8c, io die Summe bedeutet, alſo auch 
8+7+6+-:-+2+1=r, oder durch Addition: 
9 ＋E 9 ＋E 9 ＋ 9 ＋ 9 2, oder 8.9 = 2, die Summe 


von 1 bis 8 it alſo 1 89. Allgemein findet man die Summe 


4 2 
der Zahlen von 1 bis „ als das halbe Produkt aus „ und der nächſt 
größeren Zahl. 

Folglich: » Gerade ſchneiden ſich höchſtens in 


Punkten. (Probe an 5, 6, 7 u. ſ. w. Geraden.) 


( — 1) 
ar un 


129) Aufgabe. Wieviel Verbindungslinien find höchſtens 
zwiſchen » Punkten möglich? 

Auflöſung. Höchſtens 1 f 2 T3 T +n— 1) = 
Gerade. (Probe an 5, 6, 7... Punkten). 

Aufgabe. Wie viele Diagonalen hat höchſtens das all— 
gemeine „-Eck? 

Auflöfung. Die „ Seiten find von den FT" möglichen 


Verbindungslinien abzuziehen, alſo bleiben * — n n 

Fig. 71. Er * in 11 212. Dia⸗ 
gonalen. (Probe am allgemeinen 4⸗Eck, 
5⸗Eck, 6⸗Eck.) 


130) Aufgabe. Wie groß iſt die 
Winkelſumme des gewöhnlichen „-Ecks? 
Auflöſung. Das gewöhnliche „-Eck läßt 
ſich mit Hülfe eines inneren Punktes in » 
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Dreiecke von der Winkelſumme 2n Rechte zerlegen (Fig. 71). Die 
Winkel um den inneren Punkt betragen zuſammen 4 Rechte und ſind 
abzuziehen. Dabei bleibt übrig die Winkelſumme 2» — 4 Rechte oder 
2(n — 2) Rechte. (Probe am gewöhnlichen 4-Eck, 5-Eck, 6⸗Eck u. ſ. w.) 


C. Planimetriſche Lehraufgabe der Tertia a. 
(Secunda der Realſchule). 


(Dritter Jahrgang.) 
J. Von der Flüchengleichheit ebener Gebilde. 


131) Satz: Das Quadrat über der Summe zweier Seiten 
iſt gleich der Summe der Quadrate über den einzelnen 
Seiten vermehrt um das dop— Fig. 72. 
pelte Rechteck aus beiden. 2 K 5 

Der Beweis ergiebt ſich aus i 
Fig. 436, in der das Quadrat 10 i d 
über (a + 5) in entſprechender FI-— —— — 4 
Weile zerlegt if. — [In arith⸗ 
metiſcher Schreibweiſe lautet der 
Satz: 4 

(a ＋ b)? = a ＋ h ＋ 2ab.] 


132) Ebenſo folgt aus Fig. 72 ie 
folgender Satz: 

Das Quadrat über der 
Differenz zweier Seiten iſt gleich der Summe der Quadrate 
über dieſen Seiten, vermindert um das doppelte Rechteck 
aus beiden Seiten. 

Beweis. Es ſei 45 = a, IB=b, alſo 41 = 4 — b. Sit 
nun 43000 das Quadrat über a und der Zuſatz DEFG das 
Quadrat über 5, jo braucht man nur IK 5 zu legen und FG 
bis U zu verlängern, um in BCKI und EFHK zwei Rechtecke zu 
erhalten, deren jedes die Seiten a und db hat. Zieht man dieſe 
Rechtecke von der Geſamtfigur ab, jo bleibt das Quadrat 41H 
übrig, welches über (a — b) errichtet iſt. In der Sprache der 
Arithmetik lautet der Satz (a — 5) = a? + b? — 2ab.] 
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133) Zieht man durch einen Punkt der Diagonale 
eines Parallelogramms Parallele zu den Seiten, fo ent— 
ſtehen zwei nicht von der Diagonale geſchnittene Paral— 
lelogramme, die gleichen Flächeninhalt haben. 

Beweis. In Fig. 73 ſei 4500 das Parallelogramm und 
I der Punkt der Diagonale, durch den EF und GH, die Parallelen 

a zu den Seiten, gehen. 

Nun iſt Dreieck 45 — 

ABCD. Von dem erſten 

6 „ ziehe man ABEI, von 

dem andern das gleiche 

Dreieck BHI ab, ſodann 

von dem erſteren noch 

A E B A D@GI, vom andern 

das gleiche Dreieck DFI, 

dann müſſen von jedem der großen Dreiecke flächengleiche Stücke 

übrig bleiben, jo daß AEIG = IHCF iſt. Man nennt die beiden 
Parallelogramme wohl auch Ergänzungsparallelogramme.]. 


134) Aufgabe. Ein Rechteck habe die Seiten a und b. 
Es ſoll in ein inhaltgleiches Rechteck mit der gegebenen 
Seite e verwandelt werden. 

Auflöſung. In Fig. 74 ſei 430 das gegebene Rechteck mit 
den Seiten a und db, o ſei die gegebene Seite des geſuchten Rechtecks. 
Man verlängere AD um DF 
—= c und ziehe FC bis zum 
Schnitte & mit der Verlängerung 
von AB, dann it 56 =d 
die zweite Seite des geſuchten 
Rechtecks, welches als CHIE 
gezeichnet iſt. Der Beweis beruht 
darauf, daß ABCD und CHI 
als Ergänzungsparallelogramme 
inhaltsgleich find. [Arithmetiſch 
geſchrieben: es iſt ab = ed.] 


135) Bemerkung. Faßt man eine Seite eines Parallelogramms 
als Grundlinie auf, ſo verſteht man unter Höhe des Parallelogramms 
den Abſtand der Grundlinie von ihrer Gegenſeite. 

Satz. Jedes Parallelogramm iſt inhaltsgleich mit einem 
Rechtecke von gleicher Grundlinie und gleicher Höhe. 

Beweis. Die Grundlinie des Parallelogramms ſei AB; über 


Fig. 73. 
2 0 


Fig. 74. 
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ihr zeichne man das Rechteck von derſelben Höhe. Dann entſteht 
entweder eine Figur nach Art von Fig. 75, wo zwei Eckpunkte beider 
Vierecke in C zuſammenfallen, oder eine Figur nach Art von 76, wo 
F “zwiſchen D und C, liegt oder eine Figur nach Art von 77, wo 
FE außerhalb DC liegt. 

In Fig. 75 it 45 EC YA ABO A BOE, oder, da 


Fig. 75. Fig. 76. Fig. 77. 
0 2 


FC E N 0 2 E 
u U 
ABCE=ZAADCif, ABEC=AABC+AACD=ABCD, 
womit der Satz für dieſen Fall bewieſen iſt. 

In Fig. 76 iſt ebenſo ABEF=ABCF+- ABCE= 4B 
＋ ADF=ABCD. 

In Fig. 77 it ABEF=AABG+ABCE— AGO 
= AÄAB@ +HAADF— AGCF=ABCD. 

[Sit 9 die Grundlinie und A die Höhe, jo ift in der Sprache 


der Arithmetik 9 h der Inhalt des Rechtecks. Folglich iſt auch beim 
Parallelogramm F= 9 .] a 


136) Folgerungen: 

a) Parallelogramme von gleichen Grundlinien und 
gleichen Höhen ſind flächengleich. Fig. 78. 

Da, wie Fig. 78 zeigt, jedes Dreieck 2 2 
als Hälfte eines beſtimmten Parallelo— 
gramms von derſelben Grundlinie und der— 
ſelben Höhe betrachtet werden kann, ſo folgt: 

b) Dreiecke von gleicher Grund— 
linie und gleicher Höhe ſind in— 


haltsgleich. 
e) Jedes Dreieck iſt die Hälfte 
eines Rechtecks oder Parallelo- H 


gramms von derſelben Grundlinie und derſelben Höhe. 
[Sit 9 die Grundlinie, A die Höhe des Dreiecks, jo iſt 
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in der Sprache der Arithmetik der Inhalt des Dreiecks 
F= + gh.] 

Flächengleiche Dreiecke und flächengleiche Parallelogramme über 
derſelben Grundlinie liegen zwiſchen zwei parallelen Geraden. 


137) Zweiter Beweis des Pythagoreiſchen Lehrſatzes. 
In Fig. 79 it AJAB= 5 OD ACHT, denn beide ſtehen über 
denſelben Grundlinien AT und liegen zwiſchen den Parallelen 47 
und BH. Ebenſo it A 40 = TI DEI, denn beide ftehen 
über der Grundlinie AD und liegen zwiſchen den Parallelen AD 
Fig. 79. und CK. Nun iſt aber AJAB 
H CAD, denn JA—= CA, 
AB=AD, X JAB = 90° 
＋a = XCAD. Weil die 
Dreiecke inhaltsgleich ſind, iſt 
nach Obigem auch 40H 7 = 
ADKL. Ebenſo wird auf der 
» andern Seite gezeigt, daß 
BCGY KEBL iſt. Folg⸗ 
lich iſt die Summe der beiden 
Kathetenquadrate gleich der 
Summe der Rechtecke ADKL 
und EBKL, d. h. gleich dem 
Hypotenuſenquadrate. 

Dabei iſt noch folgender 
Satz gefunden: 

Das Quadrat über einer 
Kathete des rechtwinkligen Dreiecks iſt gleich dem Rechteck 
aus der Hypotenuſe und der Projektion der Kathete auf 
die Hypotenuſe. ' 

So iſt z. B. in Fig. 79 ACHJ = ALT, dabei ift AZ die 
Projektion von 40 auf die Hypotenuſe AB, und 40 iſt gleich der 
Hypotenuſe AB. 


D © TE 


138) Aufgabe. a) Ein gegebenes Rechteck in ein Quadrat 
zu verwandeln. 

Auflöſung. 4 LKD in Fig. 79 ſei das gegebene Rechteck. 
Man verlängere die kleinere Seite AL, bis 45 = AD wird. Über 
AB als Durchmeſſer zeichne man einen Halbkreis und verlängere 
KL bis zum Schnittpunkte C mit dem Halbkreiſe. Die Verbindungs⸗ 
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linie CA iſt dann die Seite des geſuchten Quadrates. (Der Beweis 
liegt in Nr. 137).) 

Aufgabe b) Ein Quadrat in ein Rechteck von gegebener 
Seite zu verwandeln. 

Aufgabe c) Ein Quadrat in ein anderes von doppelter, drei— 
facher, vierfacher, fünffacher u. ſ. w. Größe zu verwandeln. 

Auflöſung. Handelt es ſich um a? in Fig. 80, ſo errichte 
man im Endpunkte von a das 
Lot a, dann giebt 5 die Grund— 
linie des doppelt jo großen Qua⸗ 
drates. Setzt man an b das Lot a, 
jo giebt „ die Seite des dreifachen 
Quadrates u. ſ. w. 


Fig. 80. 


139) Aufgabe. Ein belie- 
biges Vieleck (z. B. ein Fünfeck) 
in ein Quadrat zu verwandeln. 

Sit ABODE in Fig. 81 das gegebene Fünfeck, jo ſchneide man 
durch eine Diagonale, z. B. AD, ein Dreieck ab und lege durch 
deſſen freie Ecke 


E eine Parallele % N 

zu AD. Ber: ar 

längert man jetzt , > 

CD bis zum . . 


Schnittpunkte I 
mit der Paral⸗ 
lelen, und ver- 
bindet man H 
mit 4, ſo iſt 
Dreieck 4D E 
durch ein gleich 
großes ADH 
erſetzt, alſo das 
Fünfeck in das gleich große Viereck 45 04 verwandelt. 

Wiederholt man dieſe Konſtruktion am Viereck, ſo verwandelt 
man dieſes in ein Dreieck. Man halbiere eine als Grundlinie be— 
trachtete Seite dieſes Dreiecks und errichte über dieſer Hälfte ein 
Rechteck, welches mit dem Dreieck gleiche Höhe hat, alſo mit ihm 
inhaltsgleich iſt. Dieſes Rechteck iſt ſchließlich in ein Quadrat zu 
verwandeln. 


1050 
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140) Satz. Das Quadrat über einer Dreieckſeite, die 
einem ſpitzen Winkel gegenüberliegt, iſt gleich der Summe 
der Quadrate 
Fig. 82. G über den beiden 
andern Seiten, 
vermindert um 
das doppelte 
Rechteck aus 
F einer dieſer Sei— 
ten und der Pro— 
jektion der an: 
dern auf die— 
ſelbe. (Verallge⸗ 
meinerter Pythago⸗ 
reiſcher Lehrſatz.) 
Erſter Beweis. 
Zeige an Figur 82 
(wie bei dem ge: 
wöhnlichen Pytha⸗ 
K N goreiſchen Lehrſatze) 
daß folgende Recht⸗ 
ecke gleich find: A DKL = APOI, KEBL= FHN, NMGC 
— CPOH, daß alſo 4 5 = BO? + 40 — (OPOH + NMGO), 
oder AB? = BC? + 402 — 2. CPO l iſt. Hier ift aber CON das 
Fig. 83. Rechteck aus 40 und der Projektion OP 
von CB auf CA. 
Zweiter Beweis. In Fig. 86 iſt 
0 = ννσ , ν = bi- aby D＋ Ie, 
oder, da p? ＋ a iſt, o = d ＋ b 
— 2b». 


141) Satz. Das Quadrat über einer 
Dreieckſeite, die einem ſtumpfen 
Winkel gegenüberliegt, iſt gleich der 
Summe der Quadrate über den beiden andern Seiten, ver— 
mehrt um das doppelte Rechteck aus einer dieſer Seiten 
und der Projektion der andern auf dieſelbe. 

Verſuche den Beweis wie vorher auf zwei Arten zu führen und 
zu zeigen, daß jetzt » = a? + 52 ＋ 2bp wird. 
Demnach iſt in jedem Dreiecke 


0 a ＋ 52 ＋ 2 bp, 


D 
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je nachdem der Seite c ein ſpitzer oder ein ſtumpfer Winkel gegen⸗ 
überliegt. 


II. Lüngen- und Flüchenberechnungen an ebenen Gebilden. 


142) Hat ein Rechteck Seiten, die ſich verhalten wie zwei ganze 
Zahlen m und „, jo läßt es ſich in jo viel Quadrate zerlegen, 
wie das Produkt der Zahlen angiebt, alſo in Fig. 84. 

m n Quadrate. NN 0 

Beiſpiel: Sit 45: BC 3: 5, fo handelt 
es ſich um 3.5 = 15 Quadrate. Dies war ſchon 
früher gezeigt. Es fragt ſich jedoch, ob die Einteilung 
in Quadrate ſtets möglich iſt. 


143) Verhalten ſich die Rechtecksſeiten wie zwei 
gebrochene „Zahlen, fo laſſen ſich dieſe gleich- 4 1 
namig machen, und die Zähler geben ein ganzzahliges Verhältnis. 
Das Produkt der neuen Zahlen giebt die Anzahl der Quadrate. 
Beiſpiel: Iſt 45: 50 = : , fo iſt auch 45: 50 
— 1.9 _ 18:35. Das Rechteck läßt ſich alſo in 18-35 Quadrate 


30 30 
einteilen. (Bisweilen iſt noch ein Kürzen des Verhältniſſes möglich.) 
Sind die gebrochenen Zahlen geſchloſſene Dezimalbrüche, iſt 
z. B. 45: B50 = 1,23: 2,156, jo iſt das ganzzahlige Verhältnis 
1230: 2156. Es kann noch in 615: 1078 gekürzt werden. Die 
Zahl der Quadrate iſt 615 - 1078. 


144) Verhalten ſich die Rechtecksſeiten jo, daß im Verhältniſſe 
ein oder zwei endloſe Dezimalbrüche vorkommen, ſo verwandelt man 
dieſe in gewöhnliche Brüche und verfährt wie vorher. 

Beiſpiel: Das Verhältnis ſei 2: 5,23 8154 81548154. 

Man ſetze den Dezimalbruch gleich x, jo daß 


1000 000 * = 5 238 15481548154. und 
100 * — 523,8154 8154. „ alſo durch 
Subtraktion 999 900 = 5 237 631,0000 0000 . . . .. „und demnach 
der Dezimalbruch = an iſt.*) Jetzt iſt das Verhältnis 


*) Merke folgende kurz gefaßte Regel: Schreibe die Zahl bis zum Schluß 
der erſten Periode, ſodann die Zahl bis zum Schluß der Vorperiode, ziehe 
dieſe von der erſteren ab und dividiere den Reſt durch eine Zahl, die ſo oft die 
Ziffer 9 hat, als die Periode Stellen zählt, und jo oft die Ziffer 0, als die 
Vorperiode Stellen hat. Dieſer Bruch iſt der Wert des periss ischen Dezimal⸗ 
bruchs in gewöhnlichen Zahlen. 
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5237 631 


2: 9999 900 „oder 1999 800: 5 237 631. Die Zahl der Quadrate iſt 


demnach das Produkt der beiden letzten Zahlen. 

In allen dieſen Fällen war das Verhältnis in ein 
ganzzahliges zu verwandeln, und die Quadratteilung war 
theoretiſch möglich. Solche Verhältniſſe nennt man rationale 
Verhältniſſe. 


[145) Sit jedoch die eine von beiden Zahlen ein endloſer Dezimal⸗ 
bruch ohne Periode, ſo wird die Verwandlung in ein ganzzahliges 
Verhältnis unmöglich. 

Handelt es ſich z. B. um das Verhältnis 45: B50 I: u, 
alſo um 1: 3,14 159 265 358979 „wo der Dezimalbruch 
nach noch ſo vielen Stellen keine Periode zeigt, ſo würde nach der 
gefundenen Regel, da die Periode gewiſſermaßen unendlich lang iſt, 
folgender Bruch entſtehen = — 889 590, was dasſelbe iſt, wie 


* 160 000000 „ wobei jedoch ſowohl der Zähler, als auch der 


Nenner unendlich viele Stellen hat. In dieſem Falle würde auch die 
Anzahl der Quadrate unendlich groß werden, die Seiten der Quadrate 
alſo unendlich klein. Ein ſolches, nicht mehr ganzzahlig darſtellbares 
Verhältnis heißt ein irrationales Verhältnis. Die Seiten 45 
und BC haben dann kein gemeinſchaftliches Maß von endlicher Größe 
und heißen daher incommenſurabel. In ſolchen Fällen begnügt 
man ſich mit einer endlichen Anzahl von Dezimalſtellen, je nach der 
Genauigkeit, die man wünſcht. So kann man ſtatt 1: ſagen 100: 314, 
oder 1 000 000: 3 141593, oder 1000 000 000: 3 141 592 654 
u. ſ. w. Je mehr Stellen man nimmt, mit um fo größerer Genauig- 
keit hat man die Quadratteilung erzielt und in dem Produkte die 
Anzahl der Quadrate erhalten. Selbſt bei Meter-Einheiten genügen 
ſchon 6 Stellen hinter dem Dezimalkomma, um den Fehler für die eine 


Seite kleiner als 1000 Millimeter, alſo „mikroſkopiſch klein“ zu machen.] 


146) Nimmt man die Quadratſeite als Einheit des Längen: 
maßes an, ſo giebt das Produkt der Maßzahlen beider Rechtecksſeiten 
die Anzahl der Flächeneinheiten an, und abgekürzt ſagt man (auch bei 
irrationalem Verhältnis): 

Der Inhalt des Rechtecks iſt Grundlinie mal Hohe, d. h F=a-h.*) 


) Da zu jeder Fläche ein Quadrat gleichen Inhalts gehört, deſſen Seite 
man f bezeichnen kann, deſſen Inhalt alſo f* iſt, jo ſchreiben manche ſtatt 
unjerer Formel 7: = ah und deuten damit an, daß der Ausdruck zweidimenſional 
iſt. Ebenſo bezeichnen fie den Körperinhalt ZI mit ?, weil derſelbe drei— 
dimenſional ift- 


www.rcin.org.pl 


II. Längen: und Flächenberechnungen an ebenen Gebilden. 81 


Für rationales Verhältnis iſt dieſer Satz mit voller Strenge, für 
irrationales Verhältnis mit beliebig großer Genauigkeit bewieſen. 


147) So ergeben ſich im Anſchluß an das Frühere folgende 
Formeln: 
a) Das Rechteck mit Grundlinie a und Höhe h hat die Fläche Y aH. 
b) Das Quadrat mit Grundlinie a (und Höhe 4) hat die Fläche 
F= az. 
Umkehrung: Das Quadrat von Fläche F hat die Seite a VF. 
c) Das Parallelogramm mit Grundlinie a und Höhe „ hat die 
Fläche F=a-h. 
d) Das Dreieck mit Grundlinie a und Höhe 7 hat die Fläche 
ah 
* 
e) Das Trapez mit den Parallelſeiten a und h und der Höhe A 
hat die Fläche F — .. Nn denn es iſt jo groß wie ein Parallelo— 


gramm mit Grundlinie um und Höhe Ah, vergl. 97]. 


f) Sit der Umfang eines Tangentenvielecks gleich “ und der 
Radius des In⸗-Kreiſes gleich o, 
ſo iſt die Fläche des Vielecks 
Rn 
F = 3 5 
[Beweis am Beiſpiele der 


Fig. 85. 
AABM = =, A BCM = 


F= 


Fig. 85. 


ACDM=®, ADAM 


folglich durch Addition: 
Geſamtfläche — e e HR ( E e. 


Dies gilt 1 von „ Vielecken, denen ſich 
ſtets ein Kreis einbeſchreiben läßt. 
[g) Der Kreis mit Radius „ hat die Fläche F= ve. 
Beweis. Der Umfang des Kreiſes, den man als regelmäßiges Vieleck 
mit von unendlicher Seitenzahl und Radius „ er betrachten kann, 


iſt nach 53) „ 27. Folglich ft Y = u = Ar vn. 
Iſt „ = 1, ſo it F xu. Alſo bedeutet m auch den Inhalt eines 


Kreiſes mit Radius 1. 
Holzmüller, Mathematik. L 6 


be 
2: 
de 
* 
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h) Der e vom Centriwinkel « und dem Radius „ hat 


die Fläche F= 7? 1 360 Sein Bogen iſt s = 2723600 = 71180 


Beweis: Es verhält ſich, wie aus Figur 86 zu erſehen iſt, 
Sektorfläche: e : 360, oder F: 7 d: 360, 
alſo iſt F=r 15560 

Ebenſo verhält ſich Bogen: Kreisumfang = : 360, oder 
8s: 271 = &: 360, d.h. s— Ara 

i) Segment = Sektor — Dreieck. 

Beiſpiel: In Figur 86 handelt es ſich um den zum Centri— 


winkel 90° gehörigen Sektor und das 
entſprechende Segment. Hier iſt 
90 77 


Sektor ABM = rn: ae 


Das Dreieck MAB würde allgemein 
aus Grundlinie AB und Höhe A zu 
berechnen ſein, hier aber iſt Grundlinie r 


Fig. 86. 


und Höhe r bequemer und giebt I A 


075 
Folglich: 

Segment = Sektor — Dreieck 

2 Pr} 
3-36 ln 

k) Sind a und b die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, 
und iſt o die Hypotenuſe, fo iſt » = a? + be, folglich o Va? + 52. 

1) Sit c Hypotenuſe, a Kathete eines rechtwinkligen Dreiecks, fo 
berechnet ſich das Quadrat über der Kathete b aus be = e — a), 


alſo iſt Kathete ) = — at. 


148) Aufgabe. Die Zah! mit beliebiger Genauigkeit 
zu berechnen.“) 


„) Abſchnitt 148 kann überſchlagen werden, wenn das Ausziehen von 
Quadratwurzeln nicht vorher in der Arithmetik geübt war. Iſt letzteres der 
Fall, jo empfiehlt ſich die Durchnahme der ganz elementaren, wenn auch um— 
ſtändlichen Berechnung, damit möglichſt ſchnell Übungsmaterial für Berech— 
nungen von praktiſchem Werte auf Grund der ſicheren Kenntnis der Zahl * 
zur Verwendung gelangen kann. Die gegebene Tabelle ſoll natürlich nicht 
vollſtändig in den Unterrichtsſtunden nachgerechnet werden. Kürzere Berech— 
nungsarten giebt es, jedoch ſind dieſelben nicht für den angenommenen elemen⸗ 
taren Standpunkt geeignet. 
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Auflöſung. In Fig. 87 ſei der Radius des Halbkreiſes gleich 1. 
Da ſich der Radius dreimal als Sehne eintragen läßt, iſt zunächſt 
die Halbkreislinie größer als 3. 
Man halbiere den ee 4 in C. 


Dann it AD = >, AM=1, 
folglich NM = A — AD? 
—Vı? = ehe Eye g 
Folglich it CD = MC — MD 

3 4 
1 - /,. Focglich 


4 G UE (1 Ey ye * 1 +29 * 
Va Vs. | 
Hier iſt 7/3 = 1,732051, 2 — V3 = 0,267949, alſo 40 
— V0,267949 = 0,5176380. Der halbe Umfang des regelmäßigen 
12⸗Ecks iſt das 6⸗fache davon, d. h. 3105828. Dies iſt ſchon ein 
beſſerer Näherungswert für * als 3. 


Jetzt halbiert man den Bogen 40 in F, die Sehne 40 in E. 
Dann iſt 


Fig. 87. 


4 = 40 = 0,2588190, 
EM=YAM AE = AE,, 
f FE = I- EH =1— 1 AE,; 
folglich 1 
AF= HE FE VAE ＋ (i JI Y 
—- VAR +1+1—- AE 27/1 AE Vi A 


Hier iſt 4E — , 06698728, 


alſo 1 — AE? 0,9330127 und 47 = 2 (1 — Yo, 9330127), 


oder da Y0,9330127 = 0,9659258 if, AF—= 72 0,0340742 
— V0,0681484 = 0,2610525. 


Der halbe Umfang iſt des 24-Ecks das 12=fache davon, oder 
3,132630, was ein dritter Annäherungswert für ; ift. 

So fortfahrend und dieſelbe Rechnung für das umbeſchriebene 
6⸗Eck, 12⸗Eck, 24⸗Eck u. ſ. w. durchführend, gelangt man auf folgende 
Tabelle für den halben Umfang dieſer Vielecke: 


6 * 
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Einbeſchrieben, Umbeſchrieben. Folglich: 
6⸗Eck 3,00000 3,46410 3 <n<34.. 
12-& 3,10583 321539 3,1 N T 3,2 
24⸗Eck 3,13263 315966 313 T 3,15 
48⸗Eck 3,13935 3,14609 3,139 <m< 3,146 
96⸗Eck 3,14103 3,14271 31410 CA K 3,142 
192⸗Eck 3,14145 3,14187 3,1414 <m< 3,1418 
384⸗Eck 3,14156 314166 3,14156 C < 3,14166 
768⸗Eck 3,14158 3,14161 3,14158 << 3,14161 
1536⸗Eck 3,14159 3,14160 3,4159 << 3,14160 


Archimedes, geb. 287 v. Chr. zu Syrakus, fand für * den zu 
großen Näherungswert 2, den wir 3,1428 - - - jchreiben würden. 


Ludolf van Ceulen, von Geburt ein Deutſcher, berechnete * auf 35 Dezi— 
malſtellen. Lambert, ebenfalls ein Deutſcher, bewies, daß m eine 
Irrationalzahl iſt. In neueſter Zeit bewies Lindemann, daß * zu 
den transcendenten Irrationalzahlen gehört, nicht zu den algebraiſchen, 


aus der Wurzelausziehung hervorgehenden, wie etwa /2.*) Damit iſt 
zugleich nachgewieſen, daß weder der Umfang, noch der Inhalt eines Kreiſes 
von gegebenem Radius mit Zirkel und Lineal genau konſtruiert werden 
kann. Annäherungskonſtruktionen giebt es in größerer Zahl. Die Reſul⸗ 
tate von Lambert und Lindemann ſind weit wichtiger als die Fortſetzung 
der auf bereits 700 Dezimalſtellen durchgeführten Berechnung von u.] 


149) Zu 147) iſt Folgendes zu bemerken: 

Iſt der Ankreis eines Tangentenvierecks, welches 
den Kreis mit e und d unmittelbar berührt, dagegen mit 
a und b vermittels der Verlängerungen, jo iſt die Fläche 


des Vierecks F= 8 

Zum Beweiſe verbinde man die Ecken mit dem Kreiscentrum, 
addiere die jo über a und b ſtehenden Dreiecke und ziehe die über 
c und d ftehenden ab. Entſprechend lautet der Satz für anbeſchriebene 
Vielecke von beliebiger Seitenzahl. Für das Dreieck erhält man im 
Ganzen folgende Formeln: 
= a eee, 


- 


1 2 


oder, in den Bezeichnungen von 119 und 120: 
F D bie = bie = Bes- 


*) Dieſe hiſtoriſche Bemerkung wird hier nur gemacht, um ein für alle mal 
die Unmöglichkeit der genauen Konſtruktion von * auszuſprechen. 
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Aus dieſer Beziehung folgen merkwürdige Sätze. Wie lautet der Viereckſatz 
bei anbeſchriebenen Vierecken, die mit keiner Seite unmittelbar berühren? 


150) Als Übungsſtoff ſei Folgendes angegeben: Wie groß iſt 
der Inhalt des regelmäßigen 3-, 6=, 12⸗Ecks oder des regelmäßigen 
4=, 8:, 16⸗Ecks u. ſ. w. je nachdem die Seite a, oder der Radius „, 
oder der Radius o gegeben iſt. Dadurch erhält man zugleich die 
zugehörigen Segmentflächen. Für die Übungen im praktiſchen Rechnen 
benutze man ſchon jetzt den Satz der Stereometrie, daß gerade Säulen 
bezw. Cylinder von beliebig geſtalteter Grundfläche der Formel 
I= au (d. h. abgekürzt geſprochen: Inhalt gleich Grundfläche mal 
Höhe) gehorchen. Die Multiplikation des Inhalts mit dem ſpezi⸗ 
fiſchen Gewichte der Maſſe giebt dann das Gewicht des Körpers. 
Die Grundflächen können Dreiecke, Parallelogramme, Trapeze, regel— 
mäßige Vielecke, Kreiſe, Sektoren und Segmente ſein. 

Beiſpiel. Wieviel wiegt die Schraubenwelle eines Kriegsdampfers 
auf das laufende Meter bei 0,5 m Durchmeſſer und dem ſpezifiſchen 
Gewichte 7,7 des Materials? 

7,7 


Auflöſung. „J 7,7 = 0,251 17,7 = Tonnen — ?kg. 

Die Aufgaben können auch fo geſtellt werden, daß der Flächen⸗ 
inhalt gegeben iſt, und daß Seiten, Radien u. ſ. w. berechnet werden 
ſollen. Ebenſo kann bei gegebenem Körperinhalte das Entſprechende 
berechnet werden. 

Beiſpiel. Wie groß muß der Radius eines Kreiſes ſein, wenn 
ſeine Fläche 1 qm ſein ſoll? 1 

Auflöſung. Aus rn = 1 folgt r? — und r V 

Beiſpiel. Ein cylindriſches Gefäß ſoll 1 ebm faſſen und dabei 
ſollen Durchmeſſer und Höhe übereinſtimmen. Wie ſind letztere zu 


nehmen? 
Auflöſung. I= G. rin. 2 = 27 ſoll gleich 1 fein. 
3 


1 


Es folgt = 4 


III. Von der Ahnlichkeit ebener Gebilde. 


151) Werden die Schenkel eines Winkels (oder ihre 
Verlängerungen über den Scheitel hinaus) durch zwei 
Parallele geſchnitten, ſo verhalten ſich die Abſchnitte des 
einen wie die des andern. 
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Beweis. In Fig. 88 mögen die Teile AB und BC ein rationales 
Verhältnis haben. Man verwandle dasſelbe (wie in Abſchnitt 143 
Fig. 88. und 144) in ein ganzzahliges Verhältnis 

A m: un. Jetzt denke man fi) AB in m, 
BC in gleiche Teile eingeteilt. Durch 
5 4 die Teilpunkte lege man Parallele zu den 
/ beiden gegebenen Parallelen BD und CE. 


7 \ Dadurch wird (nach 98) AD in m, DE in 


\ u gleiche Teile eingeteilt, und damit gezeigt, 
e 
2 


‘ 


daß ſich AD zu DE ebenfalls wie m:n 
verhält. Die Teile von AD und DE find 
nämlich von derſelben Größe. 

Iſt das Verhältnis ein irrationales, wie 
z. B. 1 7, jo führt man den Nachweis mit beliebiger Genauigkeit, indem 
man ſtatt des endloſen Bruches * den auf beliebig viele Stellen ab⸗ 
gekürzten Dezimalbruch nimmt, wobei der Fehler verſchwindend klein 
gemacht werden kann. 


152) Iſt das Verhältnis zweier Größen gleich dem Verhältniſſe 
zweier andern, ſo ſagt man, die Größen ſtehen in Proportion oder 
ſeien einander proportioniert. In Fig. 88 finden folgende Propor— 
tionen ſtatt: \ 

a) AB:BC=AD:DE oder b: == d: e, 

b) 4B: 40 = 4D: 4E oder b: b E d: de, 

c) 40: BCG AE: DE oder b+ce:c=d-e:e. 

Jede kann nach Art von 151 bewieſen werden. *) Man ſchließt daraus: 
Beſteht die Proportion 5: = d: e, jo beſteht auch die Proportion 
d) (Oe): (d e) bd. Setzt man e, und dte=|, 
jo lautet die Proportion e) : ==: e. Proportion a) lautet dann 
(k— c):c=(l— d): e oder (k— ): ( d) = c:e. Allgemein folgt: 

Sit mın = mi: u, ſo iſt auch (m + n): (m, +n,)=m:m, 
ferner iſt auch (m —n): (m — 1) = mn m, folglich auch 
(m ＋ n): (m - ) = (m, ＋ u): (n — 11). (Mache die Probe, 
ob die Produkte der äußeren und inneren Glieder gleich ſind, und 
verſuche den Satz in Worten auszudrücken.) 

Außerdem folgt aus Figur 88 folgender Satz. 


) Die Möglichkeit der verſchiedenen Umſtellungen jeder Proportion wird 
als bekannt vorausgeſetzt. Im andern Falle iſt zu zeigen, daß aus . = 5 folgt: 


de cd, d. h. daß das Produkt der innern Glieder gleich dem der 
äußern iſt. Alle Umſtellungen haben jo zu erfolgen, daß db und e beide 
innen, oder beide außen ſtehen. 


www.rcin.org.pl 


III. Von der Ahnlichkeit ebener Gebilde. 87 


153) Werden die Schenkel eines Winkels (oder ihre 
Verlängerungen) von zwei Parallelen geſchnitten, ſo ver— 
halten ſich die Parallelen (von Schenkel zu gemeſſen) wie 
die Abſchnitte jedes Schenkels (vom Scheitel aus gemeſſen). 

Zum Beweiſe ziehe man in Fig. 88 DF|| AC, dann iſt nach 
vorigem Satze CF: CE == AD: 4E, oder, da CF = B iſt, 
BD: CE AD: 4E, alſo auch BD: CE AB: 40. 


154) Umkehrung: Werden die Schenkel eines Winkels von 
zwei Geraden ſo geſchnitten, daß die Abſchnitte des einen 
Schenkels ſich ſo verhalten, wie die des andern, ſo ſind die 
Geraden parallel. 

Beweis. In Figur 89 ji 45: 40 = 4D: AE. Ange: 
nommen BD wäre nicht parckllel zu CE, jo ließe fi eine Linie 
BD parallel zu CE ziehen. Dann würde Fig. 89. 
AB:AC=AD,:AE jein, d. h. die gleich- A 


N 4 D AD. ; 
namigen Brüche a und z E würden beide 


gleich 5 ſein, obwohl der Zähler AD, ver: 


ſchieden vom Zähler AD iſt. Dies iſt aber 5 
unmöglich, alſo iſt die Annahme, 5 ſei nicht 
parallel zu CE, falſch. 

Bemerkung. Für jede Art von Parallel⸗ 
projektion (ſchräge oder gerade) folgt aus 151): 

Die Verhältniſſe zweier Abſchnitte einer Geraden ſind 
gleich den Verhältniſſen der entſprechenden Abſchnitte auf der 
Projektion der Geraden, oder: Bei der Parallelprojektiongehen 

die Verhältniſſe auf jeder Geraden 
ungeändert auf die Projektion über. a 

So iſt zum Beiſpiel in Fig. 90: 
AB: BCO ABI: B. Ci. (Lege zum Be⸗ 
weiſe durch A, eine Parallele zu 40.) Das⸗ 
ſelbe gilt von den Projektionen paralleler 
Geraden auf eine andere Gerade. 


2 


2 


| 
155) Aufgabe. Zu drei gegebenen 
Geraden a, b, ce die vierte Propor⸗- A 2 0 
tionale „ zu fonjtruieren. 
Auflöſung. Schneide vom Scheitel eines Winkels aus auf 
deſſen Schenkeln a bezw. e ab und verlängere a um b, verbinde 
die Endpunkte von a und c und lege durch den freien End: 
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Fig. 9ı. punkt von b eine Paral⸗ 
lele zur Verbindungs⸗ 
linie. Dieſe ſchneidet 
c das geſuchte Stück x 
ab. (Warum?) 


* 5 


156) Stimmen 
zwei Vielecke in 
allen Winkeln und 
in den Verhält⸗ 

niſſen je zweier aufeinander folgenden Seiten überein, ſo 
jagt man, fie ſeien einander ähnlich (O). 
Iſt z. B. in Fig. 92 4 = N Ai, XB Bi, u. ſ. w. 
B 5 

und iſt 15 — 6 er 0 u. ſ. w., fo find fie ähnlich, und 
Fig. 92. das eine iſt die geſetzmäßige 
Vergrößerung bezw. Verkleine⸗ 

rung des andern. 


B 
N 
ER 
0 E 157) Zwei Dreiecke find 


4 ähnlich, wenn fie überein: 
5 8 ſtimmen in einem Winkel 
und im Verhältnis der ein— 
ſchließenden Seiten. (Erſter 
2 * Ahnlichkeitsſatz.) 
Beweis. In Fig. 93 ſei 5 = 5 und 30 er Man 
1. 

lege das kleinere Dreieck ſo auf das größere, daß 71 auf y fällt und 
die entſprechenden Schenkel auf 
einander fallen. Dabei gelangt 
A,B, in 5 9 15 DE. Da 
40 
nun 562 va jo it PE 
: AB, folglich TH N CDE 
ai und 5 & CED 

= <ß,. Außerdem iſt 


40 DC 4,C, 


AB DE A,B, 


c Fig. 93. 6 


(und 3 an a 
1 1 


damit erfüllt. 
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158) Zwei Dreiecke ſind ähnlich, wenn ſie in zwei 
Winkeln übereinſtimmen. (Zweiter Ahnlichkeitsſatz.). 
Beweis. In Fig. 93 ſei ) = 5. und = at, ſo daß 
von ſelbſt 8 = P, iſt. Legt man das kleinere Dreieck jo auf das 
größere, daß X 5, mit den entſprechenden Schenkeln auf 7 fällt, 
jo gelangt 4, 51 in eine Lage DE, und da 4 = e iſt, jo wird 
i . = DE A1 B. BC EC B. 
e Fc wi p 
(und 4 4 - 57 — ad 4) Den Forderungen der Ahnlichkeit ift 
alſo 1 


159) Zwei Dreiecke ſind ähnlich, wenn zwei Seitenver— 
hältniſſe des einen mit zwei Seitenverhältniſſen des andern 
übereinſtimmen. (Dritter Ahnlichkeitsſatz.) 


AB 4 B, Be 
Beweis. In Fig. 93 ſei 50 "30 und 8 


Multipliziert man die linken und die rechten Seiten dieſer Gleichungen, 


ſo hebt ſich lints BC, rechts Bi Cl, und es bleibt ſtehen 84 -7 4. 
Dieſes dritte Verhältnis iſt alſo eine Folge der beiden RR Man mache 
jetzt CD == CA, und CE = CB und verbinde D mit E. Dann 
iſt der gleichen Verhältniſſe wegen DE AB und A DO, wie in 
4B 


den früheren Fällen, ähnlich & ABO. Folglich ft 5 90 — BU und 

EC.AB B. AB B. Ci · AB 
DE= ee = or, Es war aber 0 50 alſo iſt A,B, = ae 
— #0 AR DE. Folglich iſt das Hülfsdreieck ODE A, B. C. 


(3. Kongruenzſatz) und daher auch 4. B Ci m» ABC. 


160) Zwei Dreiecke ſind ähnlich, wenn ſie überein— 
ſtimmen in einem Seitenverhältnis und in dem der größeren 
dieſer Seiten gegenüberliegenden Winkel. (Vierter Ahnlich- 
keitsſatz.) ER 

Beweis. In Fig. 93 ſei 80 öde 54 = 75 und N = d. 


Man mache C = A, und CE == C B., dann iſt wegen 
der gleichen Verhältniſſe DE| AB und A = ACAB. Es iſt 
alſo & C = c, und da & = a iſt, auch & E = an. Folg⸗ 
lich it CDE CIA Bi (4. Kongruenzſatz) und daher auch 
CAB A C1 A. B.. 


161) Zwei Dreiecke ſind ähnlich, wenn ſie überein— 
ſtimmen in einem Seitenverhältnis und in dem der kleineren 
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Seite gegenüberliegenden Winkel, und wenn der der größeren 
Seite gegenüberliegende Winkel in beiden Dreiecken gleich— 
artig iſt (in beiden ſpitz, oder in beiden ſtumpf). (5. Ahnlichkeitsſatz.) 

Beweis wie vorher, nur wird die Kongruenz des Hilfsdreiecks 
mit dem kleineren der gegebenen Dreiecke nach dem fünften Kongruenz⸗ 
ſatze bewieſen. 

Bemerkung. Wird die letztgenannte Bedingung unterlaſſen, ſo treten 
die beim fünften Kongruenzſatze beſprochenen beiden Möglichkeiten ein. 


0 Fig. 94. 


162) Aufgabe. Zu einem gegebenen Vieleck ein ähn— 
liches in vorgeſchriebenem Maßſtabe zu zeichnen (z. B. Ver— 
kleinerung der Seiten auf 2 der gegebenen.) 

Auflöſung. Verbinde die Eckpunkte des gegeben Vielecks B DEV 
in Fig. 94 mit einem beliebigen Punkte A. Darauf mache 4 5. 7 AB, 
ziehe Bi Ci | BC, Ci Di CD, D. EI | DE, E V | EF, und verbinde 
Vi mit B,, dann 
iſt B. Ci Di EI VI Bi 
das geſuchte Vieleck. 
(Warum?) 

Bemerkung. Man 
nennt A den äuße⸗ 
ren Ahnlichkeits— 
punkt der beiden 
ähnlichen und in 
ähnlicher Lage be— 

“ findlichen Vielecke. 

Für beide Vielecke iſt noch eine zweite Lage möglich, wie aus 
der folgenden anderen Konſtruktion hervorgeht. 

Man verbinde ſämtliche Ecken des gegebenen Vielecks BC DET 
(Fig. 95) mit einem beliebigen Punkte Z, verlängere jede der Verbindungs⸗ 
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linien über J hinaus, mache die Verlängerung IB, = 3 BI, ziehe 
B. Ci CB, Ci Di C, D,E, | ED und verbinde E. mit F, dann 
iſt B. C D. EI Vi das geſuchte Vieleck (warum?), jedoch gegen das 
andere um 1800 gedreht. 

Man nennt J denn inneren Ahnlichkeitspunkt der ähnlichen 
und entgegengeſetzt ähnlich liegenden Vielecke. 

Ahnliche Vielecke laſſen ſich ſtets in ähnliche oder in 
entgegengeſetzt ähnliche Lagen bringen. Eine ſolche Lage iſt 
erreicht, wenn die Verbindungslinien entſprechender Punkte ſämtlich 
durch einen Punkt gehen. Beide Arten von ähnlichen Lagen faßt 
man zuſammen unter dem Namen perſpektiviſche Lage. Denkt 
man ſich nämlich in Fig. 97 das Auge nach A verſetzt, jo liegt jeder 
Punkt des größeren Vielecks genau hinter dem entſprechenden des 
kleineren. Es handelt ſich alſo um eine Projektion vom Centrum 4 
aus, d. h. um eine Centralprojektion (im Gegenſatz zur Parallel⸗ 
projektion). In Fig. 95 geſchieht das Projizieren dadurch, daß jeder 
Strahl rückwärts verlängert wird. Auch bei I handelt es ſich um 
eine Centralprojektion. 


163) Auf dieſen Beziehungen beruht ein Teil der Lehre von 
der Centralperſpektive, und auch ſämtliche Verkleinerungs- und Ver⸗ 
größerungsmechanismen, die unter dem Namen Storchſchnabel in 
der Induſtrie und im Kunſtgewerbe vielfache Anwendung ſinden, 
gründen ſich auf die Lehre von der ähnlichen Lage ähnlicher 
Gebilde. 

In Fig. 96 z. B. iſt ein gelenkiges Parallelogramm 450 
gezeichnet und die gleichfalls eingelenkte Parallele EF ſo gelegt, daß 
AE= 34 (und BF= 3 50) iſt. Bringt man nun den Zeichen⸗ 
ftift in C. an, wobei EC, = zEF fein ſoll, fo liegt C. ſtets auf 40 
und es iſt AO, = 40, wie man Big. 96. 
auch das Parallelogramm in ſich 
bewege. Wird nun 4 auf der 
Unterlage befeſtigt, und läßt man 
© einen vorgeſchriebenen Weg zurück— 
legen, jo bewegt ſich der Stift C 
auf ähnlichem und ähnlich Tiegen- 
dem Wege, d. h. er giebt die ent⸗ 


ſprechende Zeichnung in + des Maßſtabs. So erkennt man die 
Möglichkeit von Mechanismen, die geſetzmäßige Vergrößerung oder 
Verkleinerung bewerkſtelligen ſollen. 
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164) In ähnlichen Gebilden find homologe Linien 
unter einander proportional, und homologe Winkel gleich. 

In ähnlichen Dreiecken z. B. verhalten ſich homologe Höhen wie 
homologe Seiten, ebenſo iſt es mit homologen Mittellinien, Mittel⸗ 
Senkrechten, Winkelhalbierenden, mit den Radien des Um⸗Kreiſes, des 
In⸗Kreiſes, der homologen An-Kreiſe. Sämtliche von homologen 
Linien dieſer Arten gebildeten Winkel ſind gleich. (Führe den Beweis 
an Beiſpielen.) 


165) In ähnlichen Gebilden ſind homologe Flächen— 
ſtücke proportional den Quadraten homologer Seiten. 


Wäre z. B. das eine Gebilde im 3. Teile des Maßſtabs gezeichnet, 
und denkt man ſich zwei homologe Flächenteile in Quadrate ver: 


wandelt, ſo hat das kleinere Quadrat Seiten von 3 der Seitenlänge 
des größeren Quadrates, die Inhalte verhalten ſich alſo wie 1:9. 


Ebenſo iſt bei 1 Maßſtab das Verhältnis homologer Flächen: 


ſt ü cke = * Zugleich iſt damit gezeigt, daß homologe Flächenſtücke 
ähnlicher Figuren unter einander proportional ſind. 


166) Regelmäßige Vielecke derſelben Seitenzahl ſind 
einander ähnlich. Folglich ſind auch Kreiſe einander ähnlich. 
Kreiſe in derſelben Ebene befinden ſich ſtets in ähnlicher und zugleich 
in entgegengeſetzt ähnlicher Lage. Folglich: Zwei Kreiſe haben 


ſtets einen inneren und einen äußeren Ahnlichkeitspunkt. 
(Fig. 97.) Dieſe Punkte werden, wenn die Kreiſe auseinander liegen, 
durch die gemeinſchaftlichen Tangenten beſtimmt (vgl. 124). Für alle 
Lagen findet man A und I folgendermaßen. Zieht man parallele und 
gleichgerichtete Radien MB und M,B,, fo ſchneidet BB, die Centrale im 
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Ahnlichkeitspunkte A. Zieht man dagegen die Radien MB und MI B. 
entgegengeſetzt parallel, jo giebt BB, auf der Centrale den Punkt J. 


167) Auch zwei parallele Gerade haben ſtets zwei Ahnlichkeits⸗ 
punkte A und 1, die durch Verbindung der gleichliegenden und der 
entgegengeſetzt liegenden Punkte gefunden werden. (Vgl. Fig. 98.) 4 
und I liegen auf der Verbindungslinie der Halbierungspunkte der Paral⸗ 
lelen, denn die letzteren laſſen ſich als Durchmeſſer von Kreiſen betrachten. 
(Vgl. Fig. 97.) Iſt BC in lauter gleiche Teile geteilt, und verbindet 


0 Fig. 98. 


man die Teilpunkte mit A oder I, jo wird auch 5. Ci in gleiche 
Teile geteilt. Teilt man BC in beliebigem Verhältnis, jo wird durch 
dieſelben Verbindungslinien auch B,C, (oder CI 51) in demſelben Ver: 
hältnis geteilt. Folglich: Bei der Centralprojektion einer Ge— 
raden auf eine parallele Gerade werden alle Teilungsver— 
hältniſſe der einen unverändert auf die andere übertragen. 
(Wichtig für die Perſpektive.) 


168) Aufgabe. Eine Gerade MM, im gegebenen Ber: 
hältniſſe mu m zu teilen. (m ſoll zu M, m, zu M, gehören; 
m und m, mögen als Gerade von beſtimmter Länge gegeben fein.) 

Auflöſung. a Innere Teilung. Iſt MM, (Fig. 98) die 
gegebene Gerade, jo lege man die Linie m in M unter beliebiger 
Richtung an, die Linie m, in M, in entgegengeſetzter Richtung, was 
die Geraden MC und M,B, giebt. Die Gerade CB, teilt MM, im 
Verhältnis m: mi. (Beweiſe durch ähnliche Dreiecke, daß MI: M1 
= m: m iſt.) 

b) Außere Teilung. Bilde wie vorher MC = m und ziehe 
MI Ci = m; als gleichgerichtete Parallele. CC, giebt dann auf der 
Verlängerung von MM, den äußeren Teilpunkt A. (Beweiſe durch 
ähnliche Dreiecke, daß NA: MIA = m: m iſt.) 

Bemerkung. Aus MI: MI M: m und MA: MA = m: n 
folgt: MI: MII A MA: IIIA. Beide Teilungen harmonieren mit 
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einander. Dieſe Doppelteilung nennt man daher die harmoniſche Tei- 
lung einer gegebenen Geraden.“) M, M,, I, A nennt man harmo⸗ 
niſche Punkte. M und M, find zugeordnete Punkte, ebenſo J und A. 
Schlägt man mit m und m, Kreiſe um M und M., jo hat man die 
Zeichnung der Kreiſe mit ihren Ahnlichkeitspunkten. Die Mittelpunkte 
der Kreiſe und die Ahnlichkeitspunkte find alſo harmonische Punkte. 

Aufgabe. Zu drei gegebenen Punkten, von denen zwei 
zugeordnete find, den vierten harmoniſchen zu finden. (Suche 
aus MM, und I, oder aus MM, und A den nötigen Teil von 
Fig. 98 herzuſtellen.) 


169) Satz. Die Halbierungslinien eines Dreiecks 
winkels und ſeines Nebenwinkels teilen die Gegenſeite 
harmoniſch und zwar im Verhältnis der anliegenden Drei— 
ecksſeiten. 

Beweis. In Fig. 99a ſei ABO ein Dreieck mit der Winkel⸗ 
halbierenden CD. Man verlängere 40 über C hinaus um a, dann 


Fig. 99 a. E 
7 Fig. 99 b. 
Io * 
. 
l Wk, 
F BR BET 
111 
A 


wird BCE ein gleichſchenkliges Dreieck, alſo Ka = . Nach dem 
Satze vom Außenwinkel it 8 E 8. = «+ c, und demnach 8 = a, 
folglich CD| EB, und 40: C = AD: D, folglich auch 
40: B30 = AD: BD. 

In Fig. 99 b iſt der Außenwinkel B X des Dreiecks ABO 
halbiert, alſo „= 751. Man mache CF= BC, ſo daß A BOT 
gleichſchenklig iſt und oͤ = d, wird. Als Außenwinkel iſt y + 71 
o T o, folglich . = on, folglich CE| FB, und 40: FO 
— AE: BE, alſo auch 40: B50 AE: BE. 

Aus AC:BC=AD:DB und 40: BO AE: B folgt, 
wenn man für ein Dreieck das Ganze in einer Zeichnung vereinigt: 
4D: DB AE: B, und dies iſt eine harmoniſche Teilung. 

*) Die Araber bezeichneten übrigens dieſe Teilung aus anderen Gründen 
als eine harmoniſche. 
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Bemerkung. Aus dieſer Proportion folgt AD- BE= DB. AE, 
was geometriſch leicht zu deuten iſt. 


170) Stimmen in einer Proportion die inneren Glieder überein, 
ſo heißt die Proportion eine ſtetige, und das Mittelglied heißt die 
mittlere Proportionale der beiden anderen. So iſt z. B. 4: 6 
629 eine richtige Proportion, alſo 6 die mittlere Proportionale 
zwiſchen 4 und 9. Allgemein: « iſt mittlere Proportionale zwiſchen 
a und b, wenn a:c=c:b, oder wenn ab es iſt. 


171) Satz. Die zur Hypotenuſe des rechtwinkligen 
Dreiecks gehörige Höhe iſt mittlere Proportionale zwiſchen 
den Abſchnitten der Hypotenuſe; jede Kathete iſt mittlere 
Proportionale zwi— 
ſchen der Hypotenuſe 
und dem anliegenden 
Abſchnitte derſelben. 

Beweis. In Fig. 100 
ſei ABC das rechtwinklige 
Dreieck und CV die Höhe h 
auf der Hypotenuſe, dann 
ft AACD»A ABC, 
denn fie ſtimmen im ge- 
meinſamen Winkel « und 
im rechten Winkel überein; ferner ft BCD BA, denn ſie 
ſtimmen im gemeinſamen Winkel 8 und im & 900 überein. Folglich 
ft auch AACD»ABCD. Folglich iſt a) : : und 
* p g. b) g: a = a: c, folglich * = c, c) p: bb e, 
folglich 52 = c. 

Bemerkung. Aus a’ = ge und 5 = pe folgt durch Addition 
a2 ＋ h pe ＋ ge = ce g) = e, oder  +b’= ec. 

Dies iſt der dritte und einfachſte Beweis des Pythago— 
reiſchen Lehrſatzes. 


172) Aufgabe. Zu zwei Geraden p und 9 die mittlere 
Proportionale zu konſtruieren (oder ein Rechteck mit den 
Seiten p und 9 in ein Quadrat zu verwandeln). 

Auflöſung. Mache 4B = ＋＋ 4, zeichne über AB als Durch: 
meſſer einen Kreis, errichte im Teilpunkte D (wo p und 4 zuſammen⸗ 
ſtoßen) ein Lot bis zur Peripherie, jo iſt dasſelbe die mittlere Pro⸗ 
portionale. Zugleich iſt * =. 


Fig. 100. 
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173) Satz. Zieht man durch einen Punkt innerhalb des 
Kreiſes beliebig viele Sehnen, ſo iſt das Produkt (Rechteck) 
aus den Abſchnitten jeder 
Sehne gleich dem Quadrate 
über der Hälfte der kleinſten 
Sehne, die durch den Punkt 
gelegt werden kann. 

Beweis. AB in Fig. 101 iſt 
die kleinſte mögliche Sehne durch 
P, wenn fie ſenkrecht auf dem 
durch P gelegten Durchmeſſer ſteht. 
(Warum?) Dabei it 47 = PB. 
Aus a = y und o = 6 (pPeri⸗ 
pheriewinkel über gleichen Bogen) 
folgt, daß & ADP ACBP 
iſt. Folglich it DP: AP = BP 
P oder DP: 42 = 4p: O, folglich: DP. OP = AP. 


174) Satz. Zieht man von einem Punkte außerhalb 
eines Kreiſes beliebig viele Sekanten, ſo iſt das Produkt 
(Rechteck) aus jeder 
Sekante und ihrem 
äußeren Abſchnitte 
gleich dem Quadrate 
der von dem Punkte 
aus an den Kreis ge: 
legten Tangente. 

Beweis. Verbindet man 
in Fig. 102 4 mit 
und C, fo iſt & PA 
A, denn 6 iſt 
gemeinſchaftlicher Winkel 
und a y nach dem 
Satze vom Tangenten⸗ 
Sehnenwinkel. Folglich iſt BP: PA = PA: PO und PB. PO PA.. 


Fig. 101. 


Fig. 102. 


„) Auf dem Gymnaſium können die Abſchnitte IV und V ganz oder teil⸗ 
weiſe in die IIa verlegt werden. Dies iſt jedoch nicht zu empfehlen, damit 
dort zu einer größeren Vertiefung in ſchwierigere Dinge die nötige Zeit frei 
bleibe. Man betrachte das Gegebene als Übungsſtoff nutzbringender Art. 
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175) Satz. Gehen durch zwei Punkte beliebig viele 
Kreiſe, ſo ſind die von jedem äußeren Punkte der gemein— 
ſchaftlichen Sekante aus an die Kreiſe gezogenen Tangenten 
einander gleich. 

Beweis. In Fig. 103 gehen die Kreiſe M und M, durch P 
und C. Vom Punkte A der Sekante PQ aus find an die beiden 


Fig. 103. 


Kreiſe vier Tangenten gelegt. Dabei it 4 52 = AQ:-AP, 40 
= A 4, ebenſo AD? und AE? jedes gleich 40 4. Alſo 
ſind alle Tangenten gleich. Dies gilt für beliebig viele Kreiſe durch 
P und O. 

Bemerkung. Der Kreis um A mit Radius AB ſchneidet das Kreis⸗ 
büſchel durch P und Q rechtwinklig, denn Radius M. E ſteht ſenkrecht 


auf Tangente 4 E; ebenſo iſt es an den anderen Scheele Schlägt 
Holzmüller, Mathematik. I. 
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man alſo um einen andern Punkt A, der Sekante PQ noch einen anderen 
Kreis mit der entſprechenden Tangentenlänge als Radius, ſo ſchneidet 
auch dieſer die durch ? und Q gehenden Kreiſe rechtwinklig. Folglich 
find die Tangenten M. E, M. C, M. Ci und M. EI einander gleich. 
Folglich lautet der vervollſtändigte Satz: 

Legt man durch zwei Punkte ein Kreisbüſchel, ſo liegen 
die Mittelpunkte der das Büſchel ſenkrecht ſchneidenden 
Kreisſchar auf der gemeinſchaftlichen Sekante. Die Tan— 
genten von jedem äußeren Punkte der gemeinſchaftlichen 


Fig. 104. 
V 


Sekante des Büſchels an die Kreiſe des Büſchels ſind ein— 
ander gleich. Ebenſo ſind die Tangenten von jedem Punkte 
der Centrale des Büſchels an die Kreiſe der Kreisſchar 
einander gleich. 

176) Aufgabe. Die Karte der öſtlichen oder weſtlichen 
Halbkugel mit Meridianen und Parallelkreiſen im Abſtande 
von 15 zu 15° genau zu zeichnen. 

Auflöſung. Schlage um M den Grenzkreis der Karte mit 
beliebigem Radius und ziehe die auf einander ſenkrechten Durchmeſſer 
PQ und RS, die beide zu verlängern ſind. In Fig. 104 iſt der 
Viertelkreis R% in drei Bogen von je 30° geteilt, was die Punkte 
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A und B giebt. Die Tangenten in A und B geben die Mittel- 
punkte M. und M, für die Parallelkreiſe 30° und 60. Ebenſo find 
die Parallelkreiſe 15“, 45%, 75° zu konſtruieren. — Durch lege 
man eine Tangente 07, fo daß * 70 7 = 90 if. Durch G 
und QZ werde dieſer Winkel in Winkel von je 30° eingeteilt. Das Lot 
auf QW in Q giebt den Mittelpunkt u, des den Grenzkreis unter 
30° ſchneidenden Meridiankreiſes. Das Lot auf QZ in Q giebt den 
Mittelpunkt u, des unter 60° ſchneidenden Meridiankreiſes. Halbiert 
man die Winkel bei , jo erhält man die Teilung von & 70 V in 
Winkel von 15%. Die Lote auf den neuen Teillinien geben die 
Mittelpunkte für die andern Meridiane. Dieſe Konſtruktion rührt 
von dem Aſtronomen Hipparch her, ſie wird jedoch in der Regel nach 
Ptolemäus genannt.) 

Bemerkung. Zeichnet man die Kreiſe vollſtändig und hebt man 
einen größeren Kreis der Kreisſchar als Grenzkreis beſonders hervor, 
ſo hat man in ihm eine Halbkugelkarte mit excentriſch liegendem 
Pol nach Art der Halbkugeln der größten und kleinſten Waſſermaſſe, 
nur gelten natürlich die vorher angegebenen Gradbezeichnungen nicht 
mehr. Näheres ſiehe in $ 30 der „Einführung in das ſtereometriſche 
Zeichnen“ des Verfaſſers, erſchienen bei B. G. Teubner.) 


177) Aufgabe. Eine Gerade AB fo zu teilen, daß der 
größere Teil mittlere Proportionale zwiſchen der ganzen 
Linie und dem kleineren Teile iſt. (Stetige Teilung oder 
goldener Schnitt.) “) 

1. Auflöſung. Errichte im Endpunkte 5 der gegebenen Ge— 
raden AB (Fig. 105) ein Lot BM = ; AB, ſchlage mit BM um 


M einen Kreis und lege durch M die Sekante 4E. Durch D lege 
eine Parallele zu EB, die in C. ſchneidet, dann iſt C, der geſuchte 
Teilpunkt. 

Beweis. 4D: 45 = AB: AE, aber AB=DE, folglich 
4D: DE DUE: A alſo iſt AE ſtetig geteilt. Da nun DC, | EB, 
fo iſt auch 40: C B = CB: AB (warum?). 

2. Auflöſung. Beginne wie vorher und mache 40 = AD, 
dann iſt BC: 40 = AC:AB. (Die Teilung iſt jetzt in entgegen⸗ 
geſetzter Richtung ausgeführt.) 


*) Die Lehrpläne verweiſen den goldnen Schnitt in die Ia des Gym⸗ 
naſiums. Die erſte der gegebenen Löſungen verlangt aber ſo zu ſagen gar 
keine Rechnung. Sie iſt ſo ſelbſtverſtändlich, daß ſie unbedenklich auf IIIa 
gelehrt werden kann, um die Oberklaſſe zu entlaſten. — Die gebräuchliche 
Löſung iſt der Übung halber in zwei Berechnungsarten beigefügt. 

7 * 
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Beweis. Verlängere DM bis zum Punkte Z der Peripherie, 
dann iſt 
4B AD. AE=AD(AD-+- DE)=AC(AC-+ AB) 
ACC ＋ 43. 40, 
folglich 
40 AB - AB-AC=AB(AB— 40) 4B. BC. 
Daraus folgt: 
BO: CA = 0A: 54. 


[Anderer Beweis: 4 E: 45 = ABB: 40, folglich 


Fig. 105. 


4E — 4B: 453 — AD=AB:AD oder 40: BC AB: 40, 
alſo auch BC: 40 = 40: 4B.] 


178) Aufgabe. In einen Kreis ein regelmäßiges Zehneck 
einzuzeichnen. a 

Auflöſung. Teile den Radius nach dem goldenen Schnitt, dann 
iſt der größere Teil die Seite des regelmäßigen Zehnecks. 

Beweis. Iſt MA in C ftetig geteilt und iſt AB = MC (Fig. 106) 
jo it 40: CM = CM: AM oder 40: 45 = Ah: AM, außer: 
dem iſt Ka den Dreiecken ABC und BAM gemein, folglich iſt 
AABCO» A BAM (1. Ahnlichkeitsſatzz, und da AMB gleich⸗ 
ſchenklig iſt, jo iſt auch ABC gleichſchenklig, folglich auch MO—= BC. 
Daraus folgt X 6 = 83. Aus der bewieſenen Ahnlichkeit der Dreiecke 
folgt 8 = ß,, alſo iſt X MBA = 28 und auch der andere Baſis⸗ 
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winkel c = 28. So hat man Fig. 106. 
im Dreiecke MAB fünf mal den 
Winkel 8. Folglich iſt 58 = 1800, 
alſo = 36 = g. Dem: 
nach läßt ſich AB zehn mal 
auf der Peripherie abtragen. 


179) Aufgabe. Ein re⸗ 
gelmäßiges Fünfeck in einen 
Kreis einzuzeichnen. 

Auflöſung. Man teile den 
Kreis, wie vorher, in 10 gleiche 
Teile ein und überſchlage beim 
Ziehen der Sehnen jedesmal 
einen Punkt. Der Centriwinkel wird gleich 72“, iſt alſo der des 
regelmäßigen Fünfecks. 

Bemerkung. Zwei ſich ſchneidende Diagonalen des regelmäßigen 
Fünfecks teilen ſich gegenſeitig nach dem goldnen Schnitt. (Folgt aus 
der Ahnlichkeit zweier gleichſchenkligen Dreiecke.) 


180) Aufgabe. Das regelmäßige Fünfzehneck zu kon— 
ſtruieren. 

Auflöſung. Die Sechseckskonſtruktion giebt den Centriwinkel 600, 
die Zehneckskonſtruktion giebt den Winkel 36“, die Differenz beider 
Winkel iſt 24° = 1 Schneidet man alſo vom Sechseckbogen den 
Zehneckbogen ab, ſo hat man den Bogen des regelmäßigen Fünf— 
zehnecks. 

Bemerkung. Man kaun jetzt folgende regelmäßigen Vielecke 
genau konſtruieren: 5-Eck, 10-Eck, 20-Eck, 40-Eck u. ſ. w., 15⸗Eck, 
30⸗Eck, 60-Eck u. ſ. w. Zu den genau zu konſtruierenden Winkeln 
find alſo noch gekommen: 72°, 36°, 18°, go, 4 * . W. 24) 19 8° 


90, 125 4 u. ſ. w. Vergl. Abſchnitt 76. Eigentümlich muß es 
erſcheinen, daß es unmöglich iſt, den Winkel 1 Grad mit Zirkel und 
Lineal zu konſtruieren, und daß man ihn trotzdem zur Grundlage 
der Gradteilung gemacht hat. Dieſe Einteilung iſt eine durchaus 
künſtliche und wird wohl in der Chronologie der alten Babylonier 
ihren Grund haben, die das Jahr zu 360 Tagen annahmen. Beiläufig 
ſei bemerkt, daß es unmöglich iſt, mit Zirkel und Lineal das regelmäßige 
7⸗Eck, 11⸗Eck, 13⸗Eck, 19⸗Eck u. ſ. w. zu konſtruieren, während die Kon⸗ 
ſtruktion des 17⸗-Ecks, 257⸗Ecks und ihrer Ableitungen möglich ift.] 
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181) Beziehungen zwiſchen den Seiten und den Radien 
der Berührungskreiſe eines Dreiecks. 

Fig. 107 war ſchon in Abſchnitt 119, 120 und 149 hehandelt. 
Von den Mittelpunkten der gezeichneten Kreiſe ſind auf die Seiten 
Lote gefällt. Da BF = D 
— bs it, ſo iſt C = 
a — pg = pz. Nun iſt 

MCD YA MCV 
(warum?), folglich 


P3:0 = 0, 2, 


Fig. 107. 


a) 00, = s- 
Ferner iſt 
AAME»ÄANM,G, 


folglich 
1 P = er, 
oder | 
b L=. 
) 0¹ p 


Multipliziert man die 
rechten und die linken Seiten 
der Gleichungen a) und b), 
fo hebt ſich o. weg, und es 
bleibt ſtehen: or 3 
oder, wenn man die Bedeutungen von p, pi, P und 2, (vergl. Ab— 
ſchnitt 119 und 120) einführt: 

U eee. 

0 V ER ya De ö 


Durch Diviſion erhält man aus den Gleichungen a) und b), da 


ſich o weghebt: 12 = 1 Entſprechend findet man: 9. = on 
1 2 


en , ſo daß der Radius jedes Berührungskreiſes aus den 
Dreiecksſeiten berechnet werden kann. 


182) Aufgabe: Den Inhalt eines Dreiecks aus den Seiten 
a, b und c zu berechnen. 
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Y Ae 2 / Ven VE, 
alſo: 
F = ppi babs 
— Va + = νννανννον g ˙ = c 
Dies iſt die Heroniſche Formel für die Flächenberechnung des 
Dreiecks. 8 


Da . J iſt, ſo iſt . — , ebenſo 7 — „e — 
ebenfalls leicht durch die Ausdrücke v, vr, Pe, Ps darzuſtellen. Die 


Höhen des Dreiecks laſſen ſich alſo aus den Seiten berechnen. 


V. Geometriſche Deutung und Konſtruktion algebraiſcher 
Ausdrücke. 


183] In dieſem Abſchnitte ſollen a, 5 und e ſtets Gerade von 
gegebener Länge bedeuten. Dann gelten folgende Beziehungen: 

a) = d b bedeutet die Summe, = a — b die Differenz 
der Geraden a und Y in Bezug auf ihre Länge. 

b) Sit u eine ganze oder gebrochene Zahl, jo bedeutet x = na 
eine Gerade, welche die „-fache Länge hat, wie a. Bei Irrational⸗ 
zahlen iſt im allgemeinen nur angenäherte Konſtruktion möglich. 

c) n ͤ8bedeutet die mittlere Proportionale zwiſchen a 
und na, denn aus 4: = nd folgt * = na? oder & = aYn. 
Genaue Konſtruktion iſt ſtets möglich, wenn ua konſtruiert werden kann. 


d) 1 = = bedeutet die vierte Proportionale zu e, a und b, 


denn aus : = b folgt a = 2 Zugleich iſt * die zweite 


Seite eines Rechtecks, deſſen eine Seite —= «„ und deſſen Inhalt 
= ab iſt. 


2 
e) 1 = 5 bedeutet die vierte Proportionale in der Proportion 


b:a=a:x und zugleich die zweite Seite eines Rechtecks, deſſen 
erſte Seite = db und deſſen Inhalt = a? iſt. 

f) 2 ab iſt die mittlere Proportionale zwiſchen a und b, 
denn aus a: = : h folgt 47 = ab oder 1 Va b. 
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g) * = Va? + 52 bedeutet die Hypotenuſe eines rechtwinkligen 
Dreiecks mit den Katheten a und 5, denn in dieſem iſt * = a? + he. 

h) x = Va? — he bedeutet die zweite Kathete eines rechtwinkligen 
Dreiecks, deſſen erſte Kathete = db, deſſen Hypotenuſe = a ift. 


184) Dieſe Beziehungen können bisweilen dazu benutzt werden, ein⸗ 
fache Konſtruktionsmethoden aufzufinden, indem man die geſuchte Größe 
als Unbekannte einer Gleichung berechnet und den Ausdruck konſtruiert. 

Beiſpiel: Ein gleichſeitiges Dreieck zu konſtruieren, deſſen Fläche 
dreimal ſo groß iſt, als die des Quadrates über einer gegebenen 
Geraden a. 

Auflöſung. Sit „ die Seite des gleichſeitigen Dreiecks, fo iſt 


3 2 2 4) 3 „ 
deſſen Höhe zu berechnen aus = a” — (5) = 4, alſo = 


2 7, blanc ift der Inhalt — . 2 / 2 8. Jetzt 
ſetze man 2 — 3.0? alſo * = 15 und 2 —V(4a) (a/ 3). 
Man 1 jetzt x als mittlere Proportionale zwiſchen 4a 
und 4/3. 

Bisweilen giebt uns dieſe Rechnungsmethode den eigentlichen 
Schlüſſel zu einer mit Hülfe eines bloßen Kunſtgriffs gelöſten Kon: 
ſtruktion. Eine ſolche war die in Abſchnitt 177 gegebene des 
goldenen Schnittes. Angenommen, ſie wäre nicht bekannt, ſo hätte 
man folgendermaßen zu verfahren: 

Die gegebene Linie ſei a, der größere Teil, der geſucht wird, 
werde genannt, der Reſt alſo a — *. Die Aufgabe verlangt folgende 
Proportion: 

(a — ): d, oder * = a (a — ), oder * + ax = a?*), 


alſo 
* 2 — 24700 ta. 


Die poſitive Wurzel giebt x, = * J + a 42 — „ Die Wurzel 
wird konſtruiert als Hypotenuſe eines rechtwinkligen Dreicds mit den 
Katheten a und 2 Von dieſer Hypotenuſe iſt . abzuziehen, und ſo 


erhält man ©. Die Auflöſung ſtimmt genau mit der früheren 
überein. — 


*) Dieſe Gleichung zweiten Grades gehört zu den durch die Lehrpläne 
in IIIa zugelaſſenen leichten Gleichungen. 
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(Die negative Löſung giebt die neben dieſer inneren noch mög— 
liche äußere Teilung, die jedoch nicht verlangt war.) 
Bemerkung. Für x, kann man ſchreiben: 


= 271 ＋4— 2 v5 — 1]. 


Das kleinere Stück iſt 5 [3 — 5]. 


Häufiger vorkommende Ausdrücke, die oft die Löſungen erleichtern, 
ſind folgende: 


x = aYV2 iſt die Diagonale des Quadrates mit Seite a. 


x 4 /, iſt die Seite eines Quadrates mit Diagonale a. 
1 2 s iſt die Höhe des gleichſeitigen Dreiecks mit Seite a. 
2 — 2aV- iſt die Seite des gleichſeitigen Dreiecks mit Höhe a. 
* 5 (V5 — 1) ift die Seite des regelmäßigen Zehnecks im Kreiſe 
mit Radius r. 
2 

[Ausdrücke wie x = 57 (aus : = a?:b?) könnten Schwierig⸗ 
er 
Sn, konſtruiere erſt y = 5 
nach obiger Methode und dann » 25 auf dieſelbe Art. Auf 


dieſe Weiſe findet man gerade Linien, die ſich verhalten wie gegebene 
Quadrate. 


keiten machen. Man ſchreibe x = 


185) Vermiſchte Übungsaufgaben. 

a) Wie groß iſt die Seite des dem Kreiſe mit Radius r ein: 
beſchriebenen Fünfecks? (Berechne die Höhe des gleichſchenkligen Drei— 
ecks ABO in Fig. 106, und verdoppele dieſelbe.) Wie groß iſt der 
Radius des einbeſchriebenen Kreiſes dieſes Fünfecks, und wie groß 
iſt der Inhalt des Fünfecks? 

b) Ein regelmäßiges Fünfeck habe die Seite 5, wie groß find 
r, oe und F? 

e) Beantworte die Fragen b) für das regelmäßige Dreieck, Sechseck, 
Achteck und Zehneck. 

d) Ein Kreis habe den Radius v. Wie groß iſt die Inhalts⸗ 
differenz des um- und des einbeſchriebenen Quadrates? 

e) Dieſe Differenz ſei gegeben. Wie groß iſt der Radius des 
Kreiſes? 
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f) Die Aufgaben d) und e) für die Umfangsdifferenz der Qua⸗ 
drate zu löſen. 

g) Einem Ouadrate mit Seite à ſind zwei Kreiſe um- bezw. 
einbeſchrieben. Wie groß iſt die Differenz ihrer Flächen und wie 
groß die Umfangsdifferenz? 

h) Eine dieſer Differenzen ſei gegeben. Die Quadratſeite ſoll 
berechnet werden. 

i) Die Aufgaben d) bis h) ſollen für das regelmäßige Dreieck, 
Sechseck, Fünfeck, Zehneck aufgeſtellt und gelöſt werden. 

k) Einem gleichſchenkligen Dreieck das auf der Baſis ſtehende 
einbeſchriebene Quadrat einzuzeichnen. 

J) Dieſelbe Aufgabe für einen Halbkreis zu löſen. 

m) Die Aufgaben k) und 1) dahin umzuändern, daß nicht ein 
Quadrat, ſondern ein Rechteck von gegebenem Seiten-Verhältnis ein⸗ 
beſchrieben werden ſoll. 

Bemerkung: Die Andeutungen eines Lehrbuchs über die zu 
ſtellenden Aufgaben haben durchaus nicht den Zweck, eine der beſſeren 
Aufgabenſammlungen zu erſetzen. Sie ſollen nur zeigen, wie aus den 
gebräuchlichen und auf der Hand liegenden Aufgaben ganze Gruppen 
anderer abgeleitet werden können, die geeignet find, von der Mannig- 
faltigkeit des Stoffes ein Bild zu geben und ſchon dadurch Intereſſe 
zu erwecken Es empfiehlt ſich, jede Aufgabe auf mehrere möglichſt 
verſchiedene Arten zu löſen und neben den rein konſtruktiven auch 
berechnende Auflöſungen zu verſuchen, ſobald Beides müglich iſt. 
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Zweite Abteilung. 
Aritömetil. 


A. Lehraufgabe der Tertia b. 
(Erſter Jahrgang.) 


J. Das Gebiet der abſoluten ganzen Zahlen. 


1) Um angeben zu können wie oft gleichartige Gegenſtände 
vorhanden ſind, erfand der Menſch die Zahl. Durch das Abzählen 
entſtand die Zahlenreihe. Das Bedürfnis nach leichter Überfichtlich- 
keit veranlaßte die Zuſammenſtellung der Zahlen zu geordneten Gruppen. 
Wahrſcheinlich war der Umſtand, daß der Menſch 10 Finger hat, an 
denen er abzuzählen und zu rechnen begann, der Grund dafür, daß 
die Gruppierung zu je 10, das Dezimalſyſtem, die Alleinherrſchaft 
eroberte. [Auch andere Syſteme waren in Gebrauch und haben auch, 
wie das Duodezimalſyſtem, wiſſenſchaftliche Bearbeitung gefunden.] 


2) Dieſes Syſtem erforderte alſo 10 Zeichen oder Ziffern. 
Dabei erſchien es aber zweckmäßig, auch für das Nichtvorhandenſein 
(kein mal vorhanden) ein Wort und ein entſprechendes Zeichen feſt— 
zuſtellen, die Zahl Null oder 0, und ſo zählte man die erſte Gruppe 
nicht von 1 bis 10, ſondern von O bis 9. Dies wurden die ein— 
ſtelligen Zahlen. Von 10 bis 99 folgten die zweiſtelligen Zahlen, 
von 100 bis 999 die dreiſtelligen, u. ſ. w. 

Setzte man nun feſt, daß die vor die Zahl geſchriebene Null die 
Zahl nicht ändert, ſo konnte man ſtatt 7 auch 07 oder 007 ſchreiben, 
dieſe Zahl alſo als ein-, zwei-, dreiſtellig u. ſ. w. auffaſſen, und jo 
ergab ſich, daß man die Anzahl der zweiſtelligen Zahlen als 100, 
die der dreiſtelligen als 1000 u. ſ. w. betrachten durfte. [Dieſe 
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Einfachheit war z. B. bei der Schreibweiſe der römiſchen Zahlen nicht 
vorhanden, denn dort erſchien XIII als vierſtellig, XXI als dreiſtellig, 
C als einſtellig u. ſ. w., jo daß ein einfaches Rechenſchema gar nicht 
möglich war.] 


3) Jede Zahl der Zahlenreihe iſt größer (O), als alle vorher— 
gehenden und kleiner (T), als alle folgenden, und zwar iſt ſie um 
die Einheit 1 größer bezw. kleiner, als die beiden Nachbarzahlen. 

Als Einheiten galten zunächſt die gezählten gleichartigen Gegen: 
ſtände. So ſpricht man z. B. von 10 Bäumen, obwohl unter dieſen 
recht auffallende Verſchiedenheiten bemerkt werden können. Beſſer 
ſtimmen jchon die aus dem Bedürfnis genaueren Vergleichens und 
Meſſens hervorgegangenen Maßeinheiten überein. So können z. B. 
zwei Metermaßſtäbe in ihrer Länge oder zwei Kilogrammſtücke in 
ihrem Gewichte ſo genau übereinſtimmen, daß man mit gewöhnlichen 
Hülfsmitteln keinen Unterſchied zwiſchen ihnen wahrnimmt. Wohl aber 
werden feinere Meß- bezw. Wägungsmethoden Unterſchiede nachweiſen. 
Zeigt doch z. B. die Phyſik, daß ſogar derſelbe Meterſtab bei ver— 
ſchiedenen Temperaturen verſchiedene Länge hat, und daß dasſelbe 
Kilogrammſtück an verſchiedenen Orten und in verſchiedenen Höhen— 
lagen verſchiedenes Gewicht zeigt. Dazu kommt auch noch die all— 
mähliche Abnutzung. 

Die angewandte Mathematik ſieht von allen Unterſchieden zufälliger 
Art ab und kennt nur genau übereinſtimmende Maßeinheiten. 
Die reine Zahlentheorie aber beſchäftigt ſich nicht mit Maßeinheiten 
dieſer oder jener Art, ſondern nur mit ihrer Anzahl. (Benannte 
Zahlen, unbenannte Zahlen.) Wie die Zahl überhaupt nur etwas 
Gedachtes, nicht etwas wirklich Vorhandenes iſt, ſo iſt auch die abſolute 
Einheit der Zahlenwelt, die Zahleneinheit, oder die unbenannte 
Zahl Eins nur etwas Gedachtes. Jede Zahl, z. B. 3 = 1 ＋ 1 ＋ 1 
bedeutet eine Mehrheit ſolcher untereinander abſolut gleichen 
Zahleneinheiten. Erſt durch das vollſtändige Entfernen aller Unter— 
ſchiede der gezählten Einheiten entſteht die Möglichkeit, über die Ideal— 
welt der Zahlen beſtimmte Ausſagen von untrüglicher Sicherheit zu 
machen. 


4) Um gewiſſe Ausſagen nicht nur für einzelne beſtimmte Zahlen, 
ſondern für jede beliebige Zahl ausſprechen zu können, führt man 
als neue Zeichen Buchſtaben ein, z. B. a, 5, c u. ſ. w., die man als 
allgemeine Zahlen betrachtet, da jede ſpezielle Zahl für ſie geſetzt 
werden kann. [Allgemein ſind dieſe Zahlen auch in dem Sinne, als 
ſie neben dem Dezimalſyſtem auch andere Syſteme umfaſſen können.] 
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Vorläufig beſchränken wir uns auf die abſoluten Zahlen, die 
eine Mehrheit von Einheiten darſtellen, alſo, ganze, nicht gebrochene 
Zahlen und, von 0 und 1 abgeſehen, ſämtlich größer als 1 ſind. 
Man nennt dieſes Zahlengebiet auch das der ganzen, poſitiven 
Zahlen. 


5) Das Rechnen mit unbenannten Zahlen wird inſoweit als 
bekannt vorausgeſetzt, als es ſich um die vier Grundrechnungsarten 
(4 Spezies) handelt, um das Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren 
und Dividieren. Über jede dieſer Rechnungsarten ſollen allgemeine 
Bemerkungen gemacht und dabei ſoll das Rechnen mit beſtimmten 
Zahlen auf das Rechnen mit allgemeinen Zahlen übertragen werden. 


6) Unter Addieren verſteht man die Kunſt, anzugeben, wieviele 
Einheiten mehrere Zahlen zuſammengenommen enthalten. Dadurch 
erhält man die Summe der einzelnen Zahlen. Die letzteren heißen 
Glieder der Summe oder Summanden (d. h. zuſammenzuzählende 
Zahlen). 

So iſt z. B. 2 4 5 = 7, und zugleich 5 ＋ 2 = 7. Allgemein 
alſo gilt: 

a ＋E DD a, 
oder bei einer größeren Anzahl von Gliedern: 


a DTS... = TTD... bega u. ſ. w. 


In Worten: Eine Summe ändert ihren Wert nicht, wenn 
man ihre Glieder beliebig umſtellt. 


7) Iſt die Anzahl der Glieder eine größere, ſo kann man 
zunächſt einzelne Gruppen ſummieren und dann die Summe der 
Einzelſummen bilden. Deutet man die Gruppen durch Klammern an, 
ſo iſt z. B. 

5 ＋ 279 T1 (5 ＋ 2) ＋ (90 ＋ 1) = 7 ＋＋ 10 = 17. 
Allgemeiner z. B. 
a Dede = (ab) ＋ (ede) = (a ＋ D ＋ ) 
＋ (ee) = u. ſ. w. 

Die Gruppierung kann eine ganz beliebige ſein. So iſt z. B. 
1521 + 342 +13 + 2 = 1000 + (500 + 300) ＋ (20+40- 10) 

＋1＋ 273 ＋ 2 = 1000 + 800 + 70 + 8 = 1878. 
Hier wurden alſo die Einer, die Zehner u. ſ. w. in je einer Gruppe 
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vereinigt. So entſtand das gebräuchliche Additionsſchema, für unſer 
Beiſpiel alſo 
1521 
342 
13 
2 
1878 


(Bei der römiſchen Schreibweiſe der Zahlen würde ein ſo ein— 
faches Schema nicht möglich fein.] 


8) Unter Subtrahieren verſteht man die Kunſt, anzugeben, 
wieviele Einheiten übrig bleiben, wenn man von einer zunächſt größeren 
Anzahl von Einheiten eine kleinere wegnimmt. 

So iſt z. B. 7 — 5 = 2. Hier heißt 7 der Minuendus (die 
Zahl, die verkleinert werden ſoll), 5 der Subtrahendus (die Zahl 
die abgezogen werden ſoll), 2 heißt der Reſt, oder die Differenz (der 
Unterſchied)? der beiden Zahlen. Minuend und Subtrahend dürfen 
nicht umgeſtellt werden, jedoch können Subtrahend und Differenz 
ihre Stellen vertauſchen. So iſt z. B. 7 — 5 = 2 und zugleich 
7 — 2 = 5. Allgemein: 


Aus a — c folgt a — == b. 
9) Addiert man zur Differenz (7 — 5) den Subtrahend 5, ſo 
erhält man die Anfangszahl 7. Alſo: 


Differenz + Subtrahend Minuend. 
oder: 


(a — b) ＋ b a, 


(a ＋ b) - bad. 
Alſo: Addition und Subtraktion derſelben Zahl heben 


ſich gegenſeitig auf. 
Aus jeder der Gleichungen 


a ＋ b c, e- a b, c — b a 


ebenſo: 


folgen die beiden andern. 


10) Hat man von einer Zahl mehrere andere abzuziehen, ſo 
kann dies Schritt für Schritt geſchehen, man kann aber auch die 
Summe der abzuziehenden Zahlen bilden und dieſe Summe von der 
erſt genannten Zahl abziehen. So iſt z. B. 

12 5-327 — 34, aber auch = 12— (5 ＋3) 12 84. 
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Folglich iſt allgemein: 
a—b—c=a—(b-+ 0). 
Umgekehrt ergiebt ſich der Satz: Eine Summe wird von einer 


Zahl ſubtrahiert, indem man die einzelnen Glieder ſub— 
trahiert. 


11) Da das Summieren gruppenweiſe geſchehen kann, ſo iſt auch 
gruppenweiſes Abziehen geſtattet, z. B. 
2978 1236 = (2000 ＋ 9 + 70 +8) — (1000 ＋ 20036) 
— (2000 — 1000) + (900 — 200) + (70 — 30) + (8 — 6) 
= 1000 + 700 + 40 ＋ 2 = 1742. 


Aus dieſer Gruppierung der Einer, Zehner u. ſ. w. entſpringt 
das bekannte Subtraktionsſchema, bei unſerem Beiſpiele alſo: 


2978 
1236 
1742. 
Auch dieſes Schema iſt bei der römiſchen Schreibweiſe nicht 
möglich.] 
Aus der Willkürlichkeit der Gruppierung folgt: 
a ＋ O- ) = (a ＋ b) — e. 


Alſo: Eine Differenz wird zu einer Zahl addiert, indem 
man den Minuendus addiert und den Subtrahendus ſub— 
trahiert. 8.8. 


8 ＋ 66 — 3) (68 ＋ 5) 3 = 13 — 3 10. 


12) Dagegen iſt 8 — (5 — 3) 8 — 2 = 6 und zugleich 
8 — (5 - 3) = (8 — 5) ＋3 = 3 ＋ 3 = 6. Soll nämlich von 
8 die Differenz (5 — 3) abgezogen werden, und zieht man zunächſt 
5 ab, jo hat man 3 zu viel abgezogen und muß, um das richtige 
Reſultat zu erhalten, 3 addieren. Allgemein folgt: 


a — G - e) = a- be. 
Alſo: Eine Differenz wird ſubtrahiert, indem man den 
Minuendus ſubtrahiert und den Subtrahendus addiert. 


13) Einen zweigliedrigen Ausdruck nennt man ein Bin om, 
einen dreigliedrigen ein Trin om, einen mehrgliedrigen Ausdruck 
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überhaupt ein Polynom. Aus Obigem ergiebt ſich für das Rechnen 

mit Polynomen Folgendes: 

r Netter are f—g, 

dagegen: 

a — O e- A FO aD ede 
Demnach kann bei der zu addierenden Klammer das 

Klammerzeichen einfach weggelaſſen werden; will man da— 

gegen die abzuziehende Klammer entfernen, ſo ſind alle 

Aditionsglieder der Klammer zu ſubtrahieren, alle Sub— 

traktionsglieder zu addieren. (Umkehrung der Vorzeichen.) 


Dieſes Entfernen des Klammerzeichens bezeichnet man als das 
Auflöſen der Klammern. 


14) Im Innern der Klammer können ſtatt der Zahlen auch 
Klammern ſtehen. Dann giebt man, um Verwechſelungen vorzubeugen, 
den Klammern verſchiedene Geſtalt, z. B. () oder [] oder (J. Beim 
Auflöſen kann man erſt die äußeren oder erſt die inneren Klammern 
entfernen. So iſt z. B. 


4 .be == = 
able TA νο 
a—{b—c—d+te+f— 9 -u) 
a—b+c+d—e—f+g9+h-i, 


oder 

VFC 
a - be (d - e) — (-= — 
a—b+c+d-e—f+y9+h-—i 


15) Unter Multiplizieren verfteht man die Kunſt, die Summe 
mehrerer Summanden von gleicher Größe in einfacher Weiſe zu 
finden. 

Handelt es ſich z. B. um 7 ＋ 7 ＋ 7 ＋ 7 = 28, ſo ſchreibt 
man einfacher 7 4 = 28. Der mehrfach wiederholte Summand 
heißt der Multiplikand (die Zahl, welche vervielfältigt werden 
ſoll), die Anzahl der gleichen Summanden heißt der Multiplikator 
(die vervielfältigende Zahl). Das Reſultat der Rechnung heißt 
Produkt, Multiplikand und Multiplikator heißen Faktoren des 
Produktes. 

Dabei beobachtet man z. B., daß 4 3 = 12 und auch 
3.4 = 12 iſt. 
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In der That iſt es gleichgültig, ob man die nebenſtehenden 
zwölf Punkte als 3 Horizontalreihen zu je vier oder als 
vier Vertikalreihen zu je 3 betrachtet. Allgemein iſt alſo 


a. baba, 


d. h. Multiplikator und Multiplikand können mit einander 
vertauſcht werden, ohne daß das Produkt ſich ändert. Auf 
die Stellung der erſteren ſoll daher nicht mehr geachtet werden. 
Während zwiſchen zwei mit einander zu multiplizierenden Zahlen ge— 
wöhnlicher Art ein Punkt als Zeichen der Multiplikation ſtehen muß, 
kann er bei Buchſtaben entbehrt werden, jo daß z. B. ab dasſelbe 
bedeutet wie a.). — Es iſt a 1 = a, der Faktor 1 kann alſo 
weggelaſſen werden. Ferner iſt a 0 = o. 


16) Sind mehrere Zahlen mit einander zu multiplizieren, ſo iſt 
die Reihenfolge der Multiplikationen gleichgültig, auch kann man dabei 
Klammern anwenden oder vorhandene Klammern weglaſſen. So iſt z. B. 

2.3.4 = (2.3). 4 = 2. (3.4) 32.4234. 2 u. ſ. w. 
Allgemein alſo: 

abe = (ab) e = a(be) = acb = bac = bea = cab = oba, 
d. h. der Wert eines Produktes iſt unabhängig von der 
Reihenfolge der Faktoren; ein Produkt wird mit einer Zahl 
multipliziert, indem man einen ſeiner Faktoren mit ihr 
multipliziert; man multipliziert mit einem Produkt, indem 
man mit ſeinen einzelnen Faktoren multipliziert. 


17) Auch eine Summe kann als Faktor auftreten. Z. B. iſt 
3 (7 ＋ 2) = 3.9 = 27, 

zugleich aber 3 (7 ＋ 2) = 3.7 ＋ 3. 2 = 21 ＋ 6 = 27. 
Allgemeiner iſt 

6 ＋ 93 (N 94K 4 f (a +8) 

(% (b ers a+ 3b, 
ganz allgemein 

(a ＋ D) e = (a ＋ ) = ce ＋ eb de ＋ be. 
Folglich: 


a) Eine Summe wird mit einer Zahl multipliziert, 
indem man die einzelnen Glieder mit der Zahl multipliziert 
(und die entſtandenen Produkte addiert). 

Holzmüller Mathematik. I. 8 
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b) Eine Zahl wird mit einer Summe multipliziert, 
indem man die Zahl mit den einzelnen Gliedern der Summe 
multipliziert (und die entſtehenden Produkte addiert). 

Aus ac be = (a + b) folgt noch: 

e) Kommt in einer Summe von Produkten derſelbe 
Faktor in jedem Gliede vor, ſo kann man ihn abſondern; 
d. h. man befreit jedes Glied von dem Faktor und multipliziert mit 
dieſem die Summe der bleibenden Zahlen. (Abſondern des gemein— 
ſchaftlichen Faktors.) 

Beiſpiel zu a) 

2312.3 = (2000 + 300 + 10 + 2) 3 
—= 2000 3 ＋ 300. 3 ＋ 10.3 ＋ 2 3 
— 6000 + 900 + 30 + 6 = 6936. 
Darauf beruht das bekannte Multiplikationsſchema: 
2312 
1 
6936 

Beiſpiel zu c) 

17.122 + 17. 340 + 17. 538 = 17 (122 + 340 + 538) 
= 17 1000 = 17000. 

18) Aber auch beide Faktoren können Summen ſein. Dann 

iſt z. B. 
(a ＋ b) (e Ad) = (a b) e (aD) d de ＋＋ be ad bad, 
oder auch 
(a ＋E b) (e ＋ d) = a (e d) +ble+d)=ac+tad+be+bd, 
was dasſelbe iſt. — Ahnlich iſt es mit mehrgliedrigen Summen; z. B. 
123. 21 = (100 + 20 + 3) (20 + 1) 
= (100 ＋ 20 + 3) 20 + (100 +20 ＋ 3) 1 
= (2000 ＋ 400 + 60) + (100 + 20 + 3), 
oder, (wenn man die mit gleich viel Nullen behafteten Glieder addiert) 
— 2000 + 500 + 80 + 3 = 2583. 
Daher kommt das Multiplikationsſchema für dieſes Beiſpiel: 
123 
2 
123 
246 
2583 
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19) Iſt dagegen ein Faktor des Produktes eine Differenz, ſo 
wird z. B. folgendermaßen verfahren: 
(—b)-3=(a—b)+(a—b)+(a— )) 
=(a+ta+ta)— (Ob) = 3a 35. 
Durch Umſtellung folgt ebenſo 
3 (4a — 5) = 34 — 35. 
Folglich: 

a) Eine Differenz wird mit einer Zahl multipliziert, 
indem man den Minuendus und den Subtrahendus für ſich 
mit der Zahl multipliziert (und vom erſteren Produkte das 
letztere abzieht). 

b) Eine Zahl wird mit einer Differenz multipliziert, 
indem man die Zahl erſt mit dem Minuendus, dann mit dem 
Subtrahendus multipliziert (und vom erſteren Produkte 
das letztere abzieht). Z. B. 


(5038) 3 50.3 38.3150 114 36. Probe: 12.336. 


„ 20) Iſt einer der Faktoren eine Summe, der andere eine 
Differenz, ſo iſt nach dem Vorigen 


(a ＋ b) ( - d) = (a ＋ b) e - (a ＋ b) d 
—=ac+be — (ad ＋ bd) = ade ＋ be — ad — bd. 
Probebeiſpiel: (5 ＋ 2) (7 —- 3) = 5 7 ＋2.7— 5. 3— 2-3 
2 35 +14 — 15 6 = 28. In der That iſt 7.4 = 28. 
21) Sind beide Faktoren Differenzen, ſo wird 
(a — b) (e - d) = (a- b) e = (a—b)d=ac—be (ad bd) 
= dc be — ad ＋ bd. 
Probebeiſpiel: (5 — 2) (7 - 3) 5.7 — 2:7 —5-3+2-3 
= 35 — 14 — 15 ＋ 6 = 12. In der That iſt 3-4 = 12. 
22) Einige Spezialfälle: 
(a ＋ b) (a ) = an ＋ ba ＋ ab bb = aa + 2ab-+ bb. 
Abgekürzt ſchreibt man a? ſtatt aa (a? lies: „a-Quadrat“ oder „a hoch 2“). 
Dies giebt die Formel: 
a) (a ＋ 5) = a ＋ 2ab +, 
in Worten: Das Quadrat der Summe zweier Zahlen iſt gleich 


der Summe der Quadrate der einzelnen Zahlen, vermehrt 
8 * 
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um das doppelte Produkt aus beiden Zahlen. (Vergl. Geo: 
metrie Abſchnitt 131.) 
Beiſpiel: 1004? (1000 + 4)? = 10002 + 2. 1000.4 + 4? 
= 1 000 000 + 8000 + 16 = 1008 016. 
Ebenſo ijt 
b) (a — 5)? = a? — 2ab ＋ be, 
in Worten: Das Quadrat der Differenz zweier Zahlen ijt 
gleich der Summe der Quadrate der einzelnen Zahlen, ver— 
mindert um das doppelte Produkt beider Zahlen. (Vergl. Geo— 
metrie Abſchnitt 132.) 
Beiſpiel: 9972 = (1000 — 3)? = 1000? — 2. 1000:3 + 32 
== 1000000 — 6000 + 9 = 994 009. 
0) (a ＋ 5) (a — 5) = d T ab — ab — a — DR 
Kurz ausgedrückt: Summe mal Differenz gleich der Differenz 
der Quadrate. 
Beiſpiel: 1003 - 997 = (1000 ＋ 3) (1000 — 3) 10002 — 32 
= 1000000 — 9 = 999 991. 
Beiſpiel: 8324 — 1676? — (8324 + 1676) (8324 — 1676) 
—= 10000 - 6648 = 66 480 000. . 
Beiſpiel: 
(a ＋ b) — (a — 50 = u ＋ 2b + — (a 240 ＋ 7) 4b, 
z. B. 10072 — 993? = (1000 + 7)? — (1000 — 7)? 
= 4. 1000. 7 = 28000. 
Beiſpiel: 
(a -b)? + (a—b)=a?+2ab+b’+(a— 2 ＋E 57) =2(a’+ be), 
z. B 821? + 7792 — (800 + 21)? + (800 — 21)? —= 2 (800° + 215) 
— 2 (640000 + 441) = 2. 640441 = 1 280 882. 
Nach a) wird 
(a ＋ 5) = (a ＋ 5) (4 ＋ 5) (a ＋ 5) = (a ＋ b) (a ＋ 5) 
* (as ＋ 2b ＋ 50 (a ＋ ) = a + 3ab + 3ab? ＋ 558. 
(a? = aaa, lies „a hoch 3“, oder „a zur dritten‘) Alſo: 
d) (a ＋ 5) = a’ + 3a?b + 3b + 0°, 
3:8. 1004°— (1000 + 4)’—= 1000? 3. 10002.4 73. 1000-4? ＋ 4° 
= 1000 000 000 
12 000 000 
48 000 
— ige 64 
1 012 048 064 
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Ebenſo ergiebt ſich 
e) (a — 5) = a? — 347 + 3ab? — 55 
z. B. 996° — (1000 — 4)? = 10002 — 3.10005. 4 ＋ 3.10004 — 4° 
= 1 000 000 000 — 12 000 000 + 48000 — 64 = 998 047 936. 
Beachte die abwechſelnden Vorzeichen. 
Beiſpiel: (a 5) ＋ (4 -) = 2 (4 3a) 2 (aa ＋ 3 abs) 
2a (a? + 3°). 
Beiſpiel: (a ＋ 5) — (4 5) = 2 (3 = 25034 b. 
Bilde ſelbſt Zahlenbeiſpiele zu den beiden letzteren Formeln, um 
die darin liegende Vereinfachung des Rechnens kennen zu lernen. 
f) (a + Ted e = d ＋ be A d e 2ab 
+2ac+2ad+ 2ae+2bc+2bd+2be-+2cd+ 2ce+ 2de. 
In Worten: das Quadrat einer Summe iſt gleich der Summe 
der Einzelquadrate vermehrt um die Summe der möglichen 
doppelten Produkte. 
Wichtig iſt noch folgende andere Anordnung: 
(a DW Ted ehe = a ＋ (2b ＋ 550 ＋ 2 (a ＋ hee 
＋L2 ( +5 h ＋ Af + 2a ehe e 
Auf dieſer Schreibweiſe, die leicht in Worten auszudrücken iſt, 
beruht das ſpäter zu lehrende Ausziehen der Quadratwurzel. 
Aufgaben: Zeige, daß: 
(a +b— c? = d ＋ be ＋ e ＋ 2b — 240 — 2be, 
(a — b c? = a ＋ b ＋ e — 2ab — 24 ＋ 2be, 
(a ＋ +? = a +++ 3ab + 34 + 3ab? + 3520 
+ 3a ＋ 30 + Gabe, 
(a E — ) = a + — C ＋ 3425 — 347 ＋ 3ab? — 3b 20 
+ 3ac? + 3be? — Gabe, 
(a — b — cs = d — 55 — ec 75 
+ 3ac? — 3 bee + Gabe, 

(a? ＋ ab +) (a — ) = 45 — bs, 
(as ＋ deb ＋ ab: ＋ 55) (a — 5) = a 5 = (a +0) (a? — be), 
(tab ＋ a ＋ abs ＋ 54 (a — 5) = a5 — bs, 

(a — ab ＋ 55) ( ＋ ) Y A 50, 
(4 — ad ＋ abe — 5) (a ＋ b) = ut — di, 
(4 — ab + abe — abe ＋ 5 (a ＋ 5) = a ＋ 5. 
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Setze in einzelne dieſer Formeln für die Buchſtaben größere Zahlen 
ein, um auch hier die Erleichterung der Rechnungen kennen zu lernen. 
Man kann für jeden Buchſtaben auch eine Klammer hen, z. B. 
(20 + 38) an Stelle von a u. ſ. w. 

23) Unter Dividieren verſteht man die Kunſt, diejenige Zahl 
zu finden, die, mit einer gegebenen Zahl multipliziert, eine andere 
gegebene Zahl giebt. 

Beiſpiel: Welche Zahl giebt mit 3 multipliziert die Zahl 6? 

Auflöſung. 2, denn 23 - 6, oder (5) 3 6. Daher ſchreibt 
man 6:3 — 2 oder 3 — 2 (lies: 6 durch 3 — 2). 

Die gefundene Zahl 2 oder 3 giebt an, wie oft 3 in 6 enthalten 
iſt (wie oft 3 in 6 aufgeht). Aus 2-3 — 6 folgt 3. 2 6, alſo iſt 
auch „ 3, fo daß 2 und 3 in Bezug auf ihre Stelle vertauſcht 
werden können; 6 enthält die Zahl 2 dreimal als Teil in ſich, da= 
gegen die Zahl 3 nur zweimal. 

Allgemein: Welche Zahl giebt, mit 5 multipliziert, die Zahl a? 

Auflöſung. Die Zahl (j oder (a: 5); denn 5) 2 d. 
Hierbei werde zunächſt vorausgeſetzt, daß 4 ein Vielfaches von b iſt 


(daß db in a aufgeht). Setzt man 5 c, ſo iſt ob a, zu⸗ 


gleich aber auch b-c=a, folglich auch 5 =, Demnach können 
b und ce in Bezug auf ihre Stelle vertauſcht werden; db ift in a „mal, 
ein a b mal als Teil enthalten. 


In 5 e nennt man a den Dividendus (die Zahl, die ges 


teilt werden ſoll), ) den Diviſor (die teilende Zahl), c oder 5 den 


Quotienten der Zahlen a und b (die Zahl, welche angiebt, wie 
oft b in a enthalten ift). 
Aus jeder der Gleichungen 


a 
= c, a=be, 432 


folgen die beiden andern. In Worten lauten ſie: 
Duotient*) — Dividend durch Diviſor. 
Dividend — Diviſor mal Quotient, 
Diviſor — Dividend durch Quotient. 
*) Das Wort Bruch für Quotient wird vorläufig vermieden, weil das 
rg vorausgeſetzt war. Danach richten ſich vorläufig auch die Zahlen: 
eiſpiele. 
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Diviſor und Quotient können vertauſcht werden, dagegen kann der 
Dividend nicht mit einer der andern Größen in eine Vertauſchung 
eintreten. 5 


Aus a = 4 1 folgt „ = 1, d. h. jede Zahl iſt in ſich ſelbſt 


ein Mal enthalten. Außerdem folgt = a, eine Zahl bleibt alſo 


bei der Diviſion durch 1 ungeändert, der Diviſor 1 darf alſo weg— 
gelaſſen werden. 


Aus der obigen Erklärung (5 a folgt: Wird eine Zahl 


durch eine zweite dividiert und dann mit derſelben multipliziert (oder 
umgekehrt), ſo bleibt ſie ungeändert: Alſo: Multiplikation und 
Diviſion durch dieſelbe Zahl heben ſich gegenſeitig auf. 


(Dies folgt auch daraus, daß ar S231 a if.) 


24) Es iſt 3 = 2.3 6, aber auch! = = 6, folglich 


4 4 
m 8-3 8 . . . „ . 
ft — = 1 3. Es iſt alſo gleichgültig, ob man 8 erſt mit 3 multi⸗ 
pliziert und dann durch 4 dividiert, oder ob man es erſt durch 4 
dividiert und dann mit 3 multipliziert. Allgemein iſt alſo 
ac a a 


u 


Dies läßt ſich folgendermaßen deuten: 

a) Ein Produkt wird durch eine Zahl dividiert, indem man 
einen der Faktoren durch die Zahl dividiert (und den Quotienten mit 
dem andern Faktor multipliziert). 

b) Ein Quotient wird mit einer Zahl multipliziert, indem man 
den Dividendus mit der Zahl multipliziert (und das Produkt durch . 
den Diviſor dividiert). 

c) Eine Zahl wird mit einem Quotienten multipliziert, indem 
man ſie mit dem Dividendus multipliziert und durch den Diviſor 
dividiert. 

25) Man kann 30 erſt durch 2 und dann noch durch 3 dividieren, 
alſo auch unmittelbar durch 2-3 6 teilen. Dabei iſt 

30 30 
09 a ME (3) 25 
3 2-3 2 7 
Allgemeiner: Iſt a erſt durch db teilbar, und dann noch durch c, fo iſt 
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In Worten: a) Ein Quotient wird durch eine Zahl dividiert, 
indem man den Diviſor mit der Zahl multipliziert. 

b) Eine Zahl wird durch ein Produkt dividiert, indem man ſie 
erſt durch den einen Faktor dividiert und dann den Quotienten durch den 
andern Faktor teilt. Die Reihenfolge der Diviſionen iſt dabei gleichgültig. 


26) Aus 24 b und 25c folgt 


e 
F N 
Beiſpiel: 1 3 = 12. In Worten: 


Ein Quotient wird mit einem Quotienten multipliziert, indem man 
die beiden Dividenden und ebenſo die beiden Diviſoren mit einander 
multipliziert. 


27) Specieller Fall: 3 „folglich: a) Multipliziert 
bn b b 


man den Dividenden und den Quotienten mit derſelben Zahl, fo 
bleibt der Quotient ungeändert. (Erweitern des Quotienten.) 

b) Läßt ſich vom Diviſor und vom Dividendus derſelbe Faktor 
abſondern, ſo kann dieſer bei beiden geſtrichen werden, ohne daß der 
Quotient ſich . (Kürzen des Quotienten.) 


Beiſpiel: = | 155 90 nr — 25 oder = 50 —1 — a, oder 
10:6 6 
Zen N. * w. 
28) Es it a, ( (%% = a. Nun folgt aus E. 1 a, 
daß * — 1 iſt, folglich iſt auch 
f ac a a 0 
oder: r a 


b b 

0 

In Worten: Man dividiert durch einen Quotienten, indem man ihn 
umkehrt und damit multipliciert, d. h. indem man mit dem Diviſor 
N und durch den Dividenden er (Selbſtverſtändlich 


iſt — in a mal ſo oft enthalten, wie 5, welches . „ mal darin aufgeht.) 
3 D. re 


7 
Folglich iſt auch 0 wa 5 : 7 _ ad 


(2) 
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G 
Beispiel: n . 2 


(©) 2 ß wu; 
5 b 
29) Es iſt (a ＋ e) = ge ge 4b. Nun folgt aus 
C = (a ＋ b) k= 8 5 ß „ſetzt man alſo für * die Klammer 
b 
( ＋ ), ſo folgt 
a b 1 ＋ b 
Ref? Sonn ze 


Beiſpiel: +2 = 25-243 
In Worten: a) Eine Summe wird durch eine Zahl dividiert, indem 
man jedes einzelne Glied durch die Zahl dividiert. 

b) Quotienten mit demſelben Diviſor werden addiert, indem man 
die Dividenden addiert (und die Summe durch den Diviſor dividiert). 

Beiſpiel: 5 oder . = . = 20 +3. Hierauf be⸗ 
ruht das Diviſionsſchema 


Auf dieſelbe Art wird bewieſen, daß 
a b a—b 


0 € 0 
was ſich ebenfalls auf zweierlei Art in Worten ausdrücken läßt. 


K ad de ad ＋ be 
it 7 i een 


Folglich gelten die beiden Formeln 


in denen die oberen Zeichen (+) und die unteren Zeichen (—) zu: 
ſammengehören. In Worten: Zwei Quotienten mit ungleichem 
Diviſor werden addiert, indem man jeden von beiden mit dem Diviſor 
des andern erweitert und dann die neuen Quotienten gleichen Diviſors 
addiert. Dasſelbe gilt vom Subtrahieren. 
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2202 2 8-3 4.12  8-.3--4.12 24 +48 72 
Beiſpiel: 1 ＋ 55 e 455 . 
wie aus 2 + 1 zu erwarten war. 
32) Einige Übungsbeiſpiele: 
4. Lab b. (4 ＋ d (a ＋ U) _ ee 


4 ＋ 5 4 ＋ 5 
a — abb (a -M 
Se ee ðͤ 
* — b? (a+b)(a—b) _ 8 
77 7 Perg a+b ; 
a? — b? da ＋ Da — b) 
7 4 — 5 PR 
ac bead Abd cada (a T*) (e d) 4 
c+d 11 ＋ d F 
10 ac + 15be + 144d + 2154 5% (24 + 30) + 7d (24 + 3b) 
2a + 35 2a + 35 
_ (2a + 3b) (5c + 7d) 
24 T 3b 2 be 7d. 
abe! 
Zi = Mt. 


Übe an einzelnen geeigneten Beiſpielen ſchon jetzt das Divifions- 
ſchema ein, z. B. 
4? ＋ 2b ＋ be: a ＋ DAA 
1 
ab + b 
23 5 
e c+td=a-+b 


ac | 


II. Erweiterung des Bahlengebietes durch Einführung 
der negativen und der gebrochenen Zahlen. 
33) Bisher bezeichneten die Buchſtaben a, 5, c u. ſ. w. nur poſitive 


ganze Zahlen, d. h. ſolche, die ſich durch Addition aus der Zahl 1 her⸗ 
ſtellen laſſen. Infolge deſſen wurde die Subtraktionsformel a — b=c 
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auf die Fälle beſchränkt, wo ) Ta iſt; und die Diviſionsformel 5 20 


auf die Fälle, wo a ein Vielfaches von 5 iſt. Beide Beſchränkungen 
engten die Wahl der Übungsbeiſpiele ein, und ſchon einfache Aufgaben 
des praktiſchen Lebens verlangen die Aufhebung dieſer Schranken. 


34) Jemand beſitze 300 Mark und habe einen Geſchäftsverluſt 
von 400 Mark. Wie ſtellt ſich ſein Vermögen? Es iſt 300 — 400 
—= (300 — 300) — 100 = 0 — 100, alſo ergiebt ſich ein Ver⸗ 
mögen von (0 — 100) Mark oder wie man kürzer ſchreibt, von 
— 100 Mark (lies: „minus hundert Mark“). Es handelt ſich alſo um 
100 Mark Schulden, wenn man das negative Vermögen als Schuld 
bezeichnet. 

In ähnlicher Weiſe giebt jede Differenz, deren Subtrahend größer 
iſt, als der Minuend, eine Zahl, die ſich als Differenz zwiſchen 0 
und einer anderen herausſtellt. So iſt 

5 — 6 = 0 — 12 - 1, 8 — 10 = 0 - 2 — 2, 

3 — 6 = — 3 = —3 5 — 9 0 — 42 — 4. 


Man nennt jede Differenz, deren Minuend Null iſt, eine negative 
Zahl, ſo daß die Reihe der negativen Zahlen lautet: 


r 
Im Gegenſatz dazu nennt man die früher behandelten Zahlen 
poſitive und bezeichnet fie als +1, +2, +3, ＋ 4 u. ſ. w. Man 
nennt — 5 die entgegengeſetzte Zahl von +5, — a die ent- 
gegengeſetzte von + a. 


35) Zur Veranſchaulichung der poſitiven und negativen ganzen 
Zahlen kann man eine Reihe von Punkten auf gerader Linie markieren, 
die in gleichen Abſtänden von einem Punkte 0 aus nach rechts und 
links aufeinander folgen. Nach rechts mögen ſich die poſitiven Zahlen 
befinden. Geht man von 5 aus, ſchrittweiſe nach links, ſo gelangt 
man über 4, 3, 2, 1 nach O, der nächſte Schritt führt nach — 1, 
die folgenden nach — 2, — 3, — 4 u. ſ. w. Schneidet man von 0 
aus nach rechts + 3 ab, dann vom Endpunkte aus — 5 (d. h. 5 
nach links), ſo gelangt man an die Stelle — 2, und es iſt wirklich 
3 — 5 = — 2. In dieſer Weiſe läßt ſich an der geraden Linie 
jedes Addieren und Subtrahieren mit den Zahlen des erweiterten 
Zahlenſyſtems prüfen. 


Fig. 108. 
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36) Wie 8 — 13 —— 5 = — (13 — 8) iſt, fo iſt für ) a 
allgemein (a — 5) = — (b — aj. 

Dies ſteht im Einklange mit dem Vertauſchungsgeſetze der Addition, 
denn a — b=—b-+ 4, wobei letzteres mit — (b — a) überein⸗ 
ſtimmt. Aus dem Beſtehenbleiben dieſes Geſetzes folgt für poſitives 
e und die negative Größe (— c) noch Folgendes. 


4 ＋ (- e) = ＋ (o - = (a ＋ O) - = 4 = e, 

4 — ( c) = (O- e = (a = O) e = a e. 

d. h. Addition einer negativen Zahl bedeutet dasſelbe, wie 
die Subtraktion der entſprechenden poſitiven; Subtraktion 
der negativen dasſelbe, wie Addition der poſitiven. (Prüfe 
dies an den Punkten der gezeichneten Geraden und an dem Beiſpiele 
von Vermögen und Schulden.) 

Auch alle Gruppierungsgeſetze der Addition bleiben für 
das erweiterte Zahlengebiet beſtehen (denn alles Addieren und 
Subtrahieren mit negativen Zahlen iſt auf das Subtrahieren und 
Addieren poſitiver zurückgeführt). 


37) Hat Jemand 3 mal (d. h. (+ 3) mal den Geſchäfts verluſt 
400 Mark, ſo verliert er 1200 Mark, oder er gewinnt, was dasſelbe 
iſt, — 1200 Mark. Es iſt alſo verſtandesgemäß, 


(— 400). 3 = — 1200, alſo auch (— 400) (+ 3) = — 1200 
und allgemein 
00 E- 


zu ſetzen. Dies ſteht auch im Einklang mit der früheren Formel 
(o - a) (d ) ed ad ＋ cb — ab, denn ſetzt man hier o 
und d= o, ſo erhält man ( — a) (o+b)=0-0—a:-0o+0.b— ab 
— — ab. Alſo gilt das Geſetz: Sit der Multiplikand negativ 
und der Multiplikator poſitiv, ſo iſt das Produkt negativ. 


38) Wird nun verlangt, daß das Vertauſchungsgeſetz der 
Multiplikation beſtehen bleibt, fo muß man ſetzen (E 3) - (— 400) 
— — 1200 und allgemein: 

b) =. 

[Praktiſch deuten ließe ſich das Multiplizieren von (+ 3) mit 
(— 400) etwa als ein 400 maliges Wegnehmen von (+ 3), was 
ein Vermindern um 1200 bedeutet.] Setzt man dies feſt, ſo iſt 
man wieder im Einklange mit der Formel (d ＋ 5) (e — au) 
de ＋ be — ad — ab für d = o und c=o, und die ge 
nannte Feſtſetzung führt nicht auf Widerſprüche. [Das Verlangen, 
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bei der Erweiterung des Multiplikationsbegriffes mit den früheren 
Feſtſetzungen nicht in Widerſpruch zu geraten, iſt allerdings berechtigt, 
aber an ſich durchaus keine logiſche Notwendigkeit. Es handelt ſich 
bei der Formel b) nicht um eiuen beweisbaren Satz, ſondern 
um eine zweckmäßige Feſtſetzung.] Die Formel b) ſagt lediglich, 
daß man unter Multiplikation mit einer negativen Zahl dasſelbe ver— 
ſtehen will, wie bei der Multiplikation mit einer poſitiven, jedoch ſoll 
dabei das Produkt das entgegengeſetzte Vorzeichen haben, 
wie bei der letzteren Operation. 


39) Hält man Letzteres feſt, ſo muß aus a folgen: 
0 -)-)—+ ab. 

Auch dies ſteht im Einklang mit der früheren Formel 
(e — a) (d - ) = ed ad — eb A ab für = o und d = o. 
[Praktiſch ließe ſich die Formel e) beiſpielsweiſe und zur Not deuten als 
ein wiederholtes Vermindern oder Wegnehmen von Schulden, was einer 
Vermehrung des Vermögens gleichkommt. Wer 3 mal ſeine Schulden 
um je 400 Mark vermindert, beſſert ſein Vermögen um ＋ 1200 Mark. 
Das eigentliche Weſen der Multiplikation negativer Größen mit 
einander wird jedoch durch ſolche Deutungen nicht hinreichend getroffen, 
denn dieſe erläutern auch nur die in der Formel (— 1)(— 5) — (—b) 
liegende Feſtſetzung.] 

40) So ergiebt ſich für den erweiterten Multiplikationsbegriff 
folgende Vorzeichentabelle: 
＋ = (plus mal plus = plus) 
= (minus mal plus - minus) 
— — — (plus mal minus - minus) 
— — + (minus mal minus = plus). 

41) Hält man ferner bei der Erweiterung MB Multiplikations⸗ 
begriffes feſt, daß aus a-b c folgen ſoll a = 55 ſo gilt ebenſo 
für die Diviſion die Vorzeichentabelle: 


Bu I + (plus durch plus = plus) 
:＋ = (minus durch plus = minus) 


1 4 


4 — = — (plus durch minus = minus) 
—: — T (minus durch minus = plus). 
r 
5 93 a 
N 
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Jetzt iſt das Rechnen mit negativen Zahlen auf das Rechnen 
mit poſitiven zurückgeführt, ohne daß Widerſprüche entftanden find. 
Die früheren Formeln behalten alſo ihre Geltung auch dann, wenn 
negative Differenzen auftreten oder die Buchſtabengrößen ſelbſt negative 
Zahlen find. Die Zeichen + und — werden von jetzt ab Vorzeichen 
genannt. Der Zahlenwert heißt, wenn man vom Vorzeichen abſieht, 
der abſolute Zahlenwert. 


42) Wird irgend eine Einheit (ſei es eine Münz-, Gewichts⸗ 
oder Längeneinheit u. dergl.) in 4 gleiche Teile zerlegt, ſo nennt 
man jeden Teil 1 der Einheit. Das 47fache des Teiles giebt die 
urſprüngliche Einheit wieder, es iſt alſo auch in der reinen Zahlen— 
lehre 4. 1. 

Teilt man dagegen 3 Einheiten in 4 gleiche Teile, ſo bezeichnet 
man jeden Teil als (2 Einheit). Das Asfache des Teils giebt die 
urſprünglichen 3 Einheiten wieder. Alſo iſt auch in der reinen Zahlen— 
lehre 4 - 1 — 3. Da aber jetzt das 3⸗fache der vorigen Einheit geteilt 
wurde, ſo muß jeder Teil der neuen Teilung drei mal ſo groß ſein, als 
jeder der vorigen Teilung, d. h. es iſt = nu. 7 ni . 

Allgemein: Iſt ) eine ganze Zahl, und ſoll die Zahleneinheit 
1 in ) gleiche Teile zerlegt werden, jo bezeichnet man jeden Teil 


als 55 und es iſt 5 5 — 1. Iſt auch a eine ganze Zahl, und ſoll 


man dieſe in 5 gleiche Teile zerlegen, jo bezeichnet man jeden Teil 


8 1 
als und es iſt 5 = a und 5 4 5 


a 

b’ b 

Dabei darf b größer, kleiner oder gleich a fein, keine von beiden 
Zahlen braucht ein Vielfaches der andern zu ſein, beide können 
poſitiv, beide negativ, beide können verſchiedenen Vorzeichens ſein. 


Man bezeichnet + als die umgekehrte Größe von 5 und 5 


als die umgekehrte Größe von 5 


43) Da nun 4 5 iſt, ſo bedeutet die Multiplikation 
mit 5 dasſelbe, wie die Diviſion durch db. Da ferner 55 =, 


alſo eb, = c iſt, jo folgt nach den früheren Formeln be = 
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aber 5 b, fo iſt die Diviſion durch z dasſelbe, wie 
N 
die Multiplikation mit 5. Ebenſo iſt die Multiplikation 


mit 5 dasſelbe, wie die Multiplikation mit a und die 


Diviſion durch ö; die Diviſion durch z dasſelbe, wie die 
Diviſion durch a und die Multiplikation mit b. 


Man nennt 5 eine gebrochene Zahl oder einen Bruch, 


a ſeinen Zähler, ) ſeinen Nenner. Das Multiplizieren und 
Dividieren durch Brüche läßt ſich auf das Multiplizieren und 
Dividieren mit ganzen Zahlen zurückführen, alſo treten keine neuen 
Formeln auf. Der Bruch iſt ein Quotient, nur iſt jetzt die frühere Be⸗ 
ſchränkung weggefallen, daß a ein Vielfaches von! fein ſoll, auch dürfen 
negative Zahlen auftreten. Mit Brüchen wird alſo ebenſo gerechnet, 
wie mit Quotienten, auch kann man ſie, wie dieſe, erweitern und kürzen. 


44) Dies gilt auch vom Addieren und Subtrahieren. Betrachtet 

man nämlich z. B. 2 als eine neue Einheit, ſo iſt 3 + 2- 5 5 + R 
ebenſo 2. 3 = 5:5, ſo daß das Vertauſchungsgeſetz gilt; ebenfo 
folgt aus 5.3 — 2.3 3.3, daß 5 — 3.323 iſt. Allgemein: 
1 1 1 1 1 1 1 1 
47 — 0 = (a — 0 * = * —— 47 aus 47 N 0 = (a — 0 5 

1 1 1 
folgt, daß a — (a — 0) 5 = cz . 


Haben die Brüche verſchiedene Nenner, jo muß man, um das 
Addieren zu ermöglichen, eine neue Einheit ſuchen, den umgekehrten 
Wert des Hauptnenners. Dies geſchieht, wie bei den früheren Quo— 
tienten, mit Hülfe der geeigneten Erweiterung. 


; 1 1 8 8 8 4 ＋ 3 7 
So iſt z. B. 3 4 = 7177 r == = i. 


1 5 7 3 12 . 
allgemein alſo 42 1 2+2.1_288. 
ene it: 2 E r 
und allgemein + = — 5 5 ＋ 452 2 


45) Haben die Nenner gemeinſchaftliche Faktoren, ſo braucht 
man als gemeinſchaftlichen Nenner (als Hauptnenner) für die Addition 
nicht das Produkt der Einzelnenner zu nehmen, ſondern man kann 
Vereinfachungen einführen. Z. B. 
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2 | 301 u nr 
15 f is i >55 2 tr 5. e TB 
N 1 1 1 1 c+b 
BES u at 
1 1 1 Gar ac? 1 ab 1 
„„ a kaibe 7 aare Tan 
e Tac! Tab 
En a?be® 


Der Hauptnenner wird alſo gefunden, indem man jeden Nenner 
in ſeine Grundfaktoren (bei Zahlen die ſogenannten Primfaktoren) 
zerlegt und jeden der letzteren ſo oft als Faktor hinſchreibt, als er 
am häufigſten vorkommt. Das Produkt der Zahlen giebt dann den 
Hauptnenner. [Primzahlen ſind ſolche ganze Zahlen, die nur durch 1 
ohne Reſt teilbar find.] 


Zahlenbeiſpiel: „ 16 1 1 0 


1122 27 9 
18 = 2:3:3 
15 23•5 
20 2 2 2. 5 
822 


Durch Unterſtreichen iſt angezeigt, wo der betreffende Primfaktor 
am häufigſten vorkommt. 


Hauptnenner = 2.2 2.3. 3.5 % 8.9. 5 = 360. 


20 18 45 137 
Summe der Brüche = ou 18 te 1 L 18. 50 L 8 300 


Ebenſo iſt es, wenn die Zähler andere Zahlen, als 1 ſind. 


0 d cla — b) T da U) 
n (a T 5) (a — b) 
n 


46) Beiſpiele: 


a De 
0 d 0 d 
ar Tan TarstT at 
3 d c(a — b) ＋d. 
a 8 r 4 — 5 


0 d 
Fr Th G THG TU T GTU 5 
e — d) . daf) ela — d) ＋ dab) 


(a ＋ b) (a? — 59 a? + al — ab? — 55 
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Somit läßt ſich das Addieren und Subtrahieren mit Brüchen 
genau ſo durchführen, wie bei den früheren Quotienten. Die 
Formeln des vorigen Kapitels gelten demnach auch für ge— 
brochene, und, wie vorher gezeigt, auch für negative Zahlen. 

[Stelle die für Quotienten gefundenen Rechnungsregeln für 
Brüche zuſammen, und ſage ſtatt Dividend und Diviſor jetzt Zähler 
bezw. Nenner. 


47) Diviſionsübungen. Das Diviſionsſchema 
2784: 12 = 232 
24 
38 
36 
24 
24 


iſt eigentlich aus folgendem durch ein Beiſpiel veranſchaulichten hervor— 
gegangen: 
2. 10 ＋ 7. 102 ＋ 8. 10 ＋ 4: (10 ＋ 2) = 2.10 ＋ 3.10 ＋2 
2-10 +4-10° | 
3.105 + 8-10 | 
3.10. ＋ 6. 10 
210 ＋ 4 
2.10 ＋4 


Setzt man a ſtatt 10, jo erhält man als Beiſpiel für das allgemeine 
Schema: 


a) 245 + 7a? N (4a ＋ 2) = 24d ＋ 34 + 2 
248 + 4a² | 


3405 E 8a 
30: + 65 
24 ＋ 4 
7 


Führe dieſelbe Aufgabe durch in der umgekehrten Anordnung 
4 ＋ 84 ＋ 7a ＋ 245: (2 + a). 

Weſentlich iſt dabei die Reihenfolge der Glieder des Dividendus 
und des Diviſors, indem a, a’, a und das Glied ohne 4 auf ein— 
ander folgen, genau jo, wie vorher 10°, 102, 10 u. ſ. w. Bei jeder 
Aufgabe muß alſo rechts und links zunächſt gleichmäßig geordnet 


werden. So iſt z. B. 
Holzmüller, Mathematik. I. 9 
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b) 8 + 18425 + 19ab? + 150°: (2a+30)=4a°+3ab+528. 
84 + 12a?b | 
6a?b + 19ab? 
6a˙ + Yab? 
10ab? + 150° 
10ab? + 150° 


Sind 91 85 dabei, ſo folgen z. B. auf e a?, a, Glied ohne a, 


4 
un 45 u. ſ. w. 3. B. 
8 8 K 90 Br 
9 4 — getan: (3 — 55d * 5b: 
AN ir beat | 
ee 
4 a? 8 
15 55 ＋ 350% 
. 
15 b T 950% 


Diviſionen brauchen nicht immer aufzugehen. In den meiſten 
Fällen bleibt ein Reſt übrig. So iſt z. B. 1 1 7 4, d. h. die 
Diviſion von 12 durch 7 läßt den Reſt 5, der beſonders durch 7 
zu teilen iſt, was neben der ganzen Zahl einen echten Bruch giebt. 

Ahnlich bleibt in der Arithmetik häufig ein Reſtglied, z. B. 


20 ＋ 3 (. 0 2 ＋ 
24 + 2b 
Reit: b 


48) Bemerkung über die Primzahlen. 

In Abſchnitt 45 wurde von den Primfaktoren geſprochen, d. h. 
von den Brimzahlen,*) in deren Produkt ſich jede Zahl zerlegen 
läßt; z. B. 120 = 2.2.2.3 .5 = 28.3.5. Man findet die Reihe 
der Primzahlen beliebig weit durch das ſogenannte „Sieb des Era— 
toſthenes“. Schreibt man nämlich die Zahlenreihe hin, und ſtreicht 
man von 2 ab jede zweite Zahl, ſo erhält man die Primzahlen bis 
zur Stelle 3.3 —= 9. Streicht man darauf von 3 ab die dritten 
Zahlen, jo erhält man die Primzahlen bis zu 5-5 —= 25. Streichung 
der 5ten Zahlen giebt die Primzahlen bis 7 7 = 49 u. ſ. w. Alſo: 

1, 2, 3, (4), 5, (6), 7, (8), (9), (10), 11, (12), 13, (14), 
(15), (16), 17, (18), 19, (20), (21), (22), 23, (24), (25), (26), 


) Dieſer Abſchnitt iſt im Rechenunterrichte zu behandeln, wo ſolcher auf 
Ill b gegeben wird. 
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(27) (28), 29, (30), 31, (32), (83), (34), (35) (36), 37, (38), 
(39), (40), 41, (42), 43, (44), (45), (46), 47, (48), (49) u. |. w. 

Die hier ftehengebliebenen Zahlen find die abſoluten Prim— 
zahlen bis 47 (bezw. 49). — 

Unter relativen Primzahlen verſteht man ſolche, die, ohne 
abſolute Primzahlen zu ſein, keinen gemeinſchaftlichen Teiler haben. 
So ſind z. B. 12 und 35 relative Primzahlen, dagegen ſind 12 
und 15 keine ſolchen. 


[48 b) In jeder ganzen Quadratzahl iſt jeder Primfaktor in 
gerader Anzahl vorhanden, z. B. 100 2.2. 5. 5 = 22. 52. 

Iſt der Quotient zweier ganzer Quadratzahlen eine ganze Zahl, 
ſo iſt dieſe eine Quadratzahl. 


12 255 3365 
3» 


Beispiel. r = 2 5.5 25. 


Die beim Heben übrig bleibenden Primfaktoren müſſen nämlich doppelt 
oder in gerader Anzahl vorhanden ſein. 

Iſt der Quotient zweier ganzer Quadratzahlen keine ganze 
Quadratzahl, ſo iſt er nicht eine andere ganze Zahl, ſondern das Quadrat 
eines Bruches. 


2 100 2.2.5 5 5. 5 25 5 52 
Beiſpiel. 7 3.8 9 5 k 


Beim Heben bleibt nämlich nur noch ein Quotient relativer Prim: 
zahlen, deren jede doppelt oder in gerader Anzahl vorhanden iſt. Hier: 
von wird ſpäter eine wichtige Anwendung gemacht. 


III. Dezimalbrüche.“) 


49) Es iſt 1% — 2 ＋ 10 + 109, oder in bekannter Schreibweiſe 
— 2,71. 

Ein Bruch, deſſen Nenner 10 oder 100 oder 1000 oder eine 
andere daraus durch Multiplikation mit 10 entſtehende Zahl iſt, läßt 
ſich ſo ordnen, daß erſt die Ganzen, dann die Zehntel, Hundertſtel u. ſ. w. 
geſchrieben werden. Man nennt ihn Dezimalbruch. Durch Anſetzen 
von Nullen hinter dem Komma wird er nicht geändert. (Die ganze 


*) Dieſes Kapitel, deſſen ſchon in der Geometrie gedacht wurde, iſt mög⸗ 
lichſt dem Rechenunterrichte zuzuweiſen, das über die Irrationalzahl Geſagte 
muß aber in der Arithmetik zur Sprache kommen. 

9 * 
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Zahl, bei der man hinter dem Komma eine Reihe von Nullen ſetzt, 
kann auch als Dezimalbruch aufgefaßt werden). 


50) Eine Summe ſolcher Brüche giebt ſtets wieder einen Dezi- 
malbruch. 


Beiſpiel: 3 ＋. 105 tm tu ＋. 16 ＋ 1685 ＋. 10 
3 ＋ J0 ＋ 160 ＋ 1006 — 3,278. 


Additionsſchema: 5,98300 oder: 5,983 
2,72861 2,72861 


8,71161 8,71161 


51) Eine Differenz von Dezimalbrüchen iſt ſtets wieder ein 
Dezimalbruch. 
Beispiel: 5,4631 — 2,132 = 510000 — 216 000 31000 3,3311. 


Subtraktionsſchema: 5,4631 oder: 5,4631 
2,1320 28 


3,3311 3,3311 


1320 3311 


52) Rückt man das Komma eines Dezimalbruchs um eine, zwei, 
drei Stellen u. ſ. w. nach rechts, ſo iſt er mit 10, 100, 1000 u. ſ. w. 
multipliziert worden; z. B. 
5296,21 = 5, 29621 1000. 


Rückt man das Komma um 1, 2, 3 u. ſ. w. Stellen nach links, fo iſt 
der Bruch durch 10, 100, 1000 u. ſ. w. dividiert worden, z. B. 


31,9826 = 31982,6 : 1000. 


53) Die Multiplikation der Dezimalbrüche geſchieht wie die der 
ganzen Zahlen, nur werden zum Schluß von rechts her ſo viele 
Stellen durch das Komma abgeſchnitten, als beide Brüche zuſammen 
Dezimalſtellen hatten. (Denn 100 . 1000 — 100 000 die Anzahl der Nullen 
im Nenner des Produktes iſt gleich der Anzahl der Nullen in beiden 
Faktoren zuſammengenommen.) 


Multiplikationsſchema: 0,5388 0,231 
223 0,012 
16164 462 
10776 231 
10776 0,002772 
12,01524 
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Reicht die Anzahl der Stellen zum Abſchneiden nicht aus, ſo 
ſind Nullen in hinreichender Zahl vorzuſetzen. | 


54) Nicht aufgehende Diviſion ganzer Zahlen durcheinander kann 
dezimal fortgeſetzt werden. Dasſelbe gilt von der Diviſion eines 
Dezimalbruchs durch eine ganze Zahl. 


8.8. 107: 4 = 26,75 10,7: 4 = 2,675 1,07: 4 = 0,2675. 


8 8 0, 
27 27 10 
24 2 8 
30 30 27 
28 28 24 
20 20 30 
20 20 28 
7 * 20 
20 


55) In derſelben Weiſe wird jeder gewöhnliche Bruch in einen 
Dezimalbruch verwandelt. 


8 z. B. giebt 3:8 = 0,375. 


56) Geht die Diviſion jenſeits des Kommas nach ſo häufiger 
Wiederholung, als verſchiedene Reſte möglich find, nicht auf, jo wieder— 
holen ſich die Reſte periodiſch. Der Dezimalbruch wird dann endlos 
und periodiſch. (Die Periode kann aber ſchon früher beginnen.) 


Beiſpiele: 5 giebt 5:6 = 0,8333 ... 
0 DE 
50 
48 
20 
18 
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7 giebt 5: 7 = 0,714285 714285 
Ebenſo iſt: 
aan = 0,28 761761 . 


99900 


Der Dezimalbruch heißt rein periodiſch, wenn unmittelbar 
hinter dem Komma die Periode beginnt. Beginnt ſie ſpäter, ſo heißt 
er unrein periodiſch. Die Stellen zwiſchen dem Komma und der 
Periode bilden die Vorperiode. 


57) Einen rein periodiſchen Dezimalbruch verwandelt 
man in einen gewöhnlichen Bruch, indem man die Periode 
als Zähler ſchreibt und als Nenner ſo oft die Ziffer 9 
ſetzt, als die Periode Stellen hat. 


Beiſpiel: 0,813 843 843. 80 — u" 
Beweis: Den Wert des Bruches ſetze man gleich , dann iſt 
im Beiſpiele 
1000 = 843,843 843. 
* O, 843 843. 


durch Subtraktion 9994 = 843,000 000 . .. 


d. h. 90 — 808 
58) Einen unrein periodiſchen Dezimalbruch verwandelt 
man in einen gewöhnlichen, indem man Vorperiode und 
Periode als eine Zahl hintereinander ſchreibt und die Vor— 
periode abzieht. Dies giebt den Zähler. Als Nenner 
ſchreibt man ſo oft 9, wie die Periode Ziffern zählt und 
ſchließt ſo oft Null an, wie die Vorperiode Ziffern hat. 
Beiſpiel: 0,28 463 463 463. ..; 
28 463 
28 
28435 5687 
99 900 19 980 
Beweis: Setzt man den Wert des Bruches = x, jo iſt im 
Beiſpiele 
. 100000 x = 28463,463 463 .... 5 


100 = 28,463 463. 

durch Subtraktion 99 900 = 28 435,000 000 .. .. 
alſo a = gn = ET, 
99 900 19 980 
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[59) Hat der Dezimalbruch keine Periode, und iſt er trotzdem 
unendlich lang, ſo läßt er ſich nicht in einen gewöhnlichen Bruch ver— 
wandeln. Denn wäre er aus einem gewöhnlichen Bruche entſtanden, 
ſo müßte er periodiſch ſein, da die Reſte ſich ſchließlich doch wieder— 
holen würden. Betrachtet man ihn als rein periodiſch, jedoch mit un- 
endlich langer Periode, ſo erhält der Zähler unendlich viele Stellen 
und der Nenner ebenſo oft die Zahl 9. Statt deſſen kann man 
ihn, wie es gewöhnlich geſchieht, auch als gewöhnlichen Bruch ſchreiben, 
deſſen Nenner 1 mit unendlich vielen Nullen iſt. Einen ſolchen 
Bruch nennt man eine Irrationalzahl. Als eine ſolche iſt z. B. 


* = 3,14159265 .. . . nachgewieſen worden (vergl. Geometrie), was 


314159265 .... 314159265 .... . . . 
nun als 99999999. oder als 166000000 aufzufaſſen iſt, jedoch mit 


endloſem Zähler und Nenner. Die ganzen Zahlen, die gewöhnlichen 
Brüche, die endlichen Dezimalbrüche und die endloſen periodiſchen 
Brüche nennt man Rationalzahlen. Mit ihnen kann man ab⸗ 
ſolut genau rechnen. Beim Rechnen mit Irrationalzahlen dagegen 
berückſichtigt man nur eine beliebige Anzahl von Stellen. Durch 
Einführung der Irrationalzahlen wird es erreicht, daß jedem Punkte 
der geraden Linie eine beſtimmte Zahl entſpricht und umgekehrt jeder 
Zahl ein Punkt der Geraden ] 


60) Die Diviſion eines Dezimalbruchs durch einen Dezimalbruch 
geſchieht, indem man in beiden Zahlen das Komma ſo lange nach 
rechts ſchiebt, bis der Diviſor eine ganze Zahl wird. 


RER 13,75 13 750 
Beiſpiel: iss 110. 
„ , worauf die Diviſion wie gewöhnlich erfolgt. 


0,7 


61) Schema der abgekürzten Multiplikation für 5⸗ſtelliges Rechnen, 
erläutert durch Vergleich mit der gewöhnlichen Ausführung: 


125,21 125,21 
28,345 28,345 
25042 25042 
10017 10016 8 
346 375063 
50 50,084 

ER. | 62605 
3549,1 3549/007745 


Alles rechts vom Strich ſtehende iſt dabei überflüſſige Rechnung. 
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62) Schema der abgekürzten Diviſion für 5⸗ſtelliges Rechnen, 
erläutert durch Vergleich mit der gewöhnlichen Ausführung: 


3549,1: 125,21 = 28,345. 3549,1: 125,21 = 28,345 


25042 25042 
10449 104490 
10017 100168 
432 432120 
376 375,63 
56 560570 
50 50084 
6 64860 
. 6.2605 


B. Lehraufgabe der Tertia a. 
(Secunda der Realſchulen.) 
(Zweiter Jahrgang.) 


I. Proportionen.“ 


63) Der Quotient 5 wurde ſchon früher als das Verhältnis 
der Größe a zur Größe b bezeichnet. Sind zwei Verhältniſſe einander 
gleich, ſo nennt man die entſprechende Gleichung eine Proportion. 
So ſind z. B. die Quotienten 9 und 4 gleich, alſo iſt 3 4 eine 


Proportion. Man ſchreibt dieſelbe auch folgendermaßen: 
6:3 = 8:4 
(lies: es verhält ſich 6 zu 3 wie 8 zu 4.) Hier heißen 6 und 4 


die äußeren Glieder, 3 und 8 die inneren. Im Beiſpiele iſt das 
Produkt der äußeren Glieder gleich dem der inneren. 


*) Auf Schulen, die auf Tertia Rechenunterricht haben, kann auch dieſes 
Kapitel dem Rechnen überwieſen werden. Einiges iſt bereits in der Geo— 
metrie behandelt worden. 
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Allgemein ſei 
a: b ed oder 524 


eine richtige Proportion. Dann folgt aus der letzten Gleichung durch 
beiderſeitige Multiplikation mit bad 


5 5 = bd oder ad bd. 
Folglich: Iſt eine Proportion richtig, ſo iſt das Produkt 
der äußeren Glieder gleich dem der inneren. (Umkehrung?) 


64) Aufgabe: Die drei erſten Glieder einer Proportion ſeien 
gegeben, das vierte ſoll berechnet werden. 

Auflöſung. Aus a: Se folgt a = be, alſo, wenn 
beiderſeits durch a dividiert wird, 


be 
a 
Beiſpiel: 5:9 4:4. 
1 a 4-9 
Auflöſung: ae ==; „7,2. 


65) Aufgabe: Stelle die Proportion 6:3—= 8:4 auf alle 
möglichen Arten jo um, daß fie richtig bleibt; z. B. 6:8 = 3:4, 
wobei ebenfalls das Produkt der äußeren Glieder gleich dem der 
inneren iſt. 


66) Aus jeder Proportion laſſen ſich andere Proportionen ableiten. 


Aus 5 — 4 folgt nämlich 3571247 1 oder ® 5 matt, 
oder durch Umſtellung der Proportion: 

a) 4 4, aber (a +): = 

Ebenſo iſt 5 — 12 4 — 1 oder “an = m oder durch Um: 
ſtellung der Proportion 

b) 2, oder (a - ) C ꝗ . 


Hieraus und aus a) folgt, da die rechten Seiten übereinſtimmen: 


6 ? = e, 
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oder auch 
c) d ＋ : a - bed: d. 
So folgt z. B. aus 6:3 = 8:4 


(6 ＋ 3): (8 ＋ 4) = 3:4 oder 9:12 = 3:4 
(6 — 3): (8 — 4) = 3:4 oder 3: 4 = 3:4 
(6 ＋ 3): (6 — 3) (8 ＋ 4): (8 — 4) oder 9:3 = 12:4. 


Alſo: Iſt eine Proportion richtig, ſo verhält ſich die Summe 
des erſten und zweiten Gliedes zur Summe des dritten und vierten 
Gliedes wie das zweite zum vierten (oder erſte zum dritten). Das⸗ 
ſelbe gilt von den entſprechenden Differenzen. Außerdem verhält ſich 
die Summe der beiden erſten zu ihrer Differenz wie die Summe der 
beiden letzten zu ihrer Differenz. 


Aus 5 = 3 und 55 = a folgt durch Multiplikation der rechten 
8 1 1 


und linken Seiten: 
aa, e 


bb, dd, 


Alſo: Multipliziert man die gleichſtelligen Glieder zweier Pro— 
portionen mit einander, ſo entſteht eine neue Proportion. 


67) Sind drei Verhältniſſe einander gleich, z. B. — = 85 = — a 
1 1 1 
und iſt jeder Quotient = n, ſo iſt a = M, b=nb, e=nc, 


folglich a D e = M +nb, nei = (ai + 0 + c,), und 


TT ) 3 
FCC RE Fr 
folgt un — = zen u — . In Worten: ne mehrere 


C1 
Brüche (Verhältniſſe) einander gleich, ſo iſt das Verhältnis 
der Summe der Zähler zur Summe der Nenner gleich jedem 
der gegebenen Verhältniſſe. 


So folgt z. B. aus 3 = 4 = 15 da Bi =. 3 — 15 iſt.] 
Anwendungen der Proportionen bietet die Ahnlichteitslehre der 
Geometrie. Dort ſpielt eine beſondere Rolle die ſtetige Proportion 
a: ) b c, aus welcher folgt 9’ = ac. Hier heißt b die mittlere 
Proportionale zwiſchen a und e. (Pythagor. Lehrſatz; Goldner Schnitt.) 
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II. Gleichungen vom erſten Grade. 


68) In jeder Gleichung kann man gewiſſe Umſtellungen machen, 
die ihre Richtigkeit fortbeſtehen laſſen. Iſt z. B. a ＋ = „, ſo folgt 
daraus, wie ſchon früher gezeigt wurde, durch Subtraktion von b auf 
beiden Seiten, a „ — b. Folglich: 

Schafft man in einer Gleichung einen Summanden auf die andere 
Seite, und giebt man ihm das entgegengeſetzte Vorzeichen, ſo bleibt 
die Gleichung richtig. (Dabei kann es vorkommen, daß ſich Glieder 
wegheben.) 


69) Sit ferner a (5 e) = d, fo folgt daraus durch Diviſion 
beider Seiten durch a: 


d 
een: 


Ebenſo folgt aus a (0 e) d & e b+c= ne 


Folglich: Macht man in einer Gleichung einen Faktor der ganzen 
einen Seite zum Diviſor der ganzen andern Seite, ſo bleibt die 
Gleichung richtig. 

Ebenſo läßt ſich jeder Diviſor als Multiplikator auf die andere 
Seite ſchaffen. (Dabei kann es vorkommen, daß Faktoren ſich auf— 
heben.) 


70) Es giebt Gleichungen, die für jeden Zahlenwert richtig ſind. 
So iſt z. B. für jeden beliebigen Wert von und b 


(«+ b)? = + 2b + 0°. 
Eine ſolche Gleichung heißt eine identische Gleichung. 


71) Andere Gleichungen giebt es, die nur für beſtimmte Werte 
gelten. So iſt z. B. die Gleichung v ＋ 5 = 10 nur dann möglich, 
wenn * = 5 iſt. Die Kunſt, die Werte einer Größe x aufzufinden, 
für welche eine mit & behaftete und nicht identiſche Gleichung richtig 
iſt, heißt das Auflöſen der Gleichung. Gleichungen ſolcher Art 
heißen Beſtimmungsgleichungen. Die zu beſtimmende Größe 
nennt man die unbekannte Größe. Es wird ſich zeigen, daß auch 
mehrere Unbekannte vorhanden ſein dürfen, wobei jedoch zur Beſtim— 
mung der Unbekannten ebenſo viele Gleichungen erforderlich ſind. 


72) Kommt die Unbekannte nur in der Form in der Gleichung 
vor, ſo heißt die letztere eine Gleichung vom erſten Grade. Kommt 
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x auch in der Form x? vor, jo iſt die Gleichung vom zweiten Grade, 
kommt & auch in der Form a° vor, fo iſt die Gleichung vom drit⸗ 
ten Grade. 


73) Die Normalform der Beſtimmungs⸗Gleichung erſten Grades 
iſt au = b, ihre Löſung iſt x = 5 Jede Gleichung erſten Grades läßt 
ſich auf dieſe Form zurückführen. Man hat nur nötig, die Glieder 
mit © auf die linke Seite, die Glieder ohne © auf die rechte zu bringen. 

Iſt z. B. 2 — 3 = 5 (2 — 4) ＋ 3 ( — 4), 
jo löſe man zunächſt die Klammern, in denen à ſteht, auf und führe 
dann das oben Verlangte durch. Alſo: 

24 — 3 = 10 — 5% ＋ 34 — 12, 
2 ＋ 5 — 3 = 10 — 12 +43, 
oder 40 1, d. h. =: 


Ob abgeſehen von wirkliche Zahlen, oder allgemeine durch 
Buchſtaben dargeſtellte, oder ob beide Arten von Zahlen in der 
Gleichung ſtehen, iſt gleichgültig. Die Buchſtaben werden dabei dem 
Anfang des Alphabets entnommen; z. B. 


24 ＋ 3% (4 ＋ 5) ＋ 5 (ar - 5) = 2 ＋＋ dx 
24 ＋ 3 (a ＋ b) ＋ 5% 55 = 20 ＋ de 
24 +32 (a ＋ b) ＋ 5% = dæ = 5b ＋ 20 
4 (24 ＋ 34 ＋ 30 ＋ 54 — d) = 55 ＋ 2c, 
oder 4 (104 ＋ 35 — d) = 5b + 20 
50 + 20 
i 


74) Hebt ſich die Unbekannte weg, ſo iſt die Gleichung nur 
ſcheinbar eine Beſtimmungsgleichung, ſie iſt alſo entweder eine identiſche 
oder eine falſche, mit einem Widerſpruch behaftete Gleichung, z. B. 
2 ( 3) giebt 4 + 12 = 12 + 42 ober 12 = 12, 
was ſelbſtverſtändlich iſt. Dagegen giebt 

2 ( ＋ 3) = 7 ＋ 2, 2 ＋ 6 = 7 ＋＋ 2% oder 6 28 7, 


was falſch iſt. Dieſe Gleichung iſt alſo eine unmögliche. 
Bezüglich der Übungsbeiſpiele wird auf die gebräuchlichen Auf- 
gabenſammlungen verwieſen. 
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75) Es ſeien zwei Gleichungen erſten Grades mit 2 Unbekannten 
und y gegeben, die ſich auf folgende Normal-Form bringen laſſen: 


1) ac ＋ by c 
N 41 * ＋ 517 A 1, 


dann ſind verſchiedene Fälle möglich. Erſtens kann die zweite Gleichung 
die umgeformte erſte ſein (z. B. bei a. = 24, b. = 25, e = 2% 
ſo daß ſie gar nichts Neues giebt. Dann hat man zwei Unbekannte, 
aber nur eine Gleichung. Es giebt demnach unendlich viele Löſungen, 
denn jedem willkürlichen Werte von x entſpricht ein beſtimmter Wert 
von , 

Ein anderer Fall iſt der, daß beide Unbekannte ſich entfernen 
laſſen und nur Richtiges oder Falſches übrig bleibt. Iſt z. B. gegeben 


4 ＋ 6 12 
24 ＋ 37 = 7 
ſo ergiebt Multiplikation beider Seiten der zweiten Gleichung mit 2 
die Gleichung 41 + 6% = 14. Dieſe Gleichung kann man durch 
Subtraktion mit der erſten vereinigen, was 12 = 14 geben würde. 
Weil dies falſch iſt, widerſprechen ſich beide Gleichungen. 
Der dritte Fall iſt der, in dem die Löſung durchführbar iſt. 
Die Löſung kann dann auf verſchiedene Arten geſchehen. 


75) a) Subſtitutionsmethode (Einſetzungs methode). 
Aus Gleichung 1) folgt = Be Dies, in die 2. Gleichung ein⸗ 
2 nen. Daraus folgt ee ei, 
oder, wenn man beiderſeits mit a multipliziert, aue 4. / a = de, 
(abi — ab) =ac, — de, alſo 


geſetzt, giebt a, 


3) | ac, — a,c 


u ya 


ab, — a,b 


Dies, eingeſetzt in die obige Hülfsgleichung x = u „giebt 


1 
ab, — a,b abe — abe — abe, ＋ a be 
ge ——— 1 o 13 — — oder 
a a (ab, — a,b) 
_be—be, 


In 3) und 4) hat man die Auflöſung beider Gleichungen. 
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Bei Zahlengleichungen rechnet man aus 3) erſt 4 fertig aus 
und benutzt den einfachen Wert zur Berechnung von r. Z. B. 


54 ＋ 7y= 31 
21 ＋ 3) = 13 
i ac — ac 5.13 — 2-31 65 — 62 3 g 0 
giebt eh i 23. Dies, ein⸗ 
i —b g N — c 
geſetzt in * , giebt = NUN. 


Setzt man 4 = 2 und y 3 in die gegebenen Gleichungen ein, 
ſo ſtimmt die Probe. 


76) b) Kombinationsmethode (Gleichſetzungsmethode). 
Sind die gegebenen Gleichungen die früheren (Abſchnitt 74), 
jo berechne man aus beiden . Dies giebt 


e— by 


ii U 
a 


a, 


Da jetzt die linken Seiten der Gleichungen übereinſtimmen, find 
auch die rechten gleich, d. h. 
e— by * 0 — 1% 


0 a, 


Hieraus ergiebt ſich für y derſelbe Wert, wie vorher, und x wird 
entſprechend gefunden. 

Das vorige Zahlenbeiſpiel erledigt ſich folgendermaßen: Aus 
aus folgt y= 3. Dies iſt wie vorher in x — einzuſetzen 
und giebt x = 2. 

77) c) Die Additions- bezw. Subtraftiongmethode. 

Man multipliziere, um „ zu entfernen, beide Seiten der erſten 
Gleichung mit d,, beide der zweiten Gleichung mit b. Dies giebt 


ab,x + 5 = bi 
abz ＋ bi = 0 


Durch Subtraktion erhält man 
1 (ab. — 41 b) = bie — be, 


woraus für „ derſelbe Wert wie vorher folgt. Jetzt kann man den 
Wert von „ in eine der gegebenen Gleichungen einſetzen und jo y 


www.rcin.org.pl 


III. Die rein quadrat. Gleichungen u. d. Ausziehen d. Quadratwurzel. 143 


berechnen, oder man gewinnt indem man oben mit an, unten mit 
a multipliziert. 

Im vorigen Zahlenbeiſpiele iſt zur Entfernung von die erſte 
Gleichung mit dem Faktor 3, die zweite mit dem Faktor 7 zu er— 
weitern. Aus den Gleichungen 


152 + 217 = 93 
142 + 21y= 91 


folgt durch Subtraktion » = 2. Dies iſt in eine der gegebenen 
Gleichungen einzuſetzen und führt auf y = 3. 

Verlangen es die Vorzeichen, ſo entfernt man die eine Unbekannte 
durch Addition, ſtatt durch Subtraktion. — 

Sind die Multiplikationen überflüſſig, ſo führt dieſe Methode 
am ſchnellſten zum Ziele. Z. B. Aus 


* ＋ = a 
* —⏑ O 
folgt durch Addition 21 = , = ER 3 durch Subtraktion 


2 
4 — 5 
2 


27 = um — , 


78) Bei drei Gleichungen erſten Grades mit drei Unbekannten 
x, / und? berechne man zunächſt z aus der einen und ſetze den Wert 
in die beiden andern ein, ſo daß nur noch zwei Gleichungen mit zwei 
Unbekannten bleiben, deren Behandlung die vorige iſt. Neues bietet 
ſich dabei nicht, und ſo kann auf die Übungsbücher verwieſen werden.] 


III. Die rein quadratiſchen Gleichungen und das Ausziehen 
der Quadratwurzel. 


79) Gleichungen, die x nur in der Form a? (oder ax? oder 5 


enthalten, nicht aber in der Form =, nennt man rein quadratiſche 
Gleichungen. Würde außerdem die Form „ in der Gleichung vor: 
kommen, ſo würde ſie eine gemiſcht quadratiſche heißen. 

Manche Gleichungen ſehen auf den erften Blick wie Gleichungen 
erſten Grades aus, ſind aber doch ſolche zweiten Grades, z. B. 


a) 2 ＋ 4 
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giebt durch beiderſeitige Multiplikation mit x 
* ＋ 1 = ag oder * — a . — 1, 
was eine gemiſcht quadratiſche Gleichung iſt. Dieſe Art von Gleichungen 
wird erſt im folgenden Kapitel behandelt. 
Andere ſehen wie quadratiſche Gleichungen aus, ſind aber in 


Wahrheit ſolche vom erſten Grade, da das Glied * beim Umformen 
verſchwindet, z. B. 


b) («+ a)? — (=) e giebt + 2ar + a -= 2 ba -h e 
5 ＋ e — 42 8 
2(a ＋ 5 
Andere endlich ſehen wie gemiſcht quadratiſche Gleichungen aus, 
ſind aber trotzdem rein quadratiſche, z. B. 


€) d ( * — 1) — 2a ＋ 1)? = (a — 4a — 4) giebt 


oder 2% % ＋ 5) = be ＋ 2 — 42, d. h. 1 


7 8 | * ; 
a — 4 — 2 —Ar—2—;—4r—;, oder, da — 44 fich hebt: 


a” (as —2＋ =) A u ＋ 2 55 oder 0a — 40 (=), 


oder * = TE 5 
a 

Eine rein quadratiſche Gleichung läßt ſich alſo ſtets auf die Form 
* = ua 


zurückführen. 


80) Iſt 2 = a, jo nennt man „ die Ouadratwurzel aus 
a, wofür man ſchreibt = Va, fo daß 2 π = Ya-Ya = iſt. 

So iſt z. B. * 49 = 7. 7 u , alſo 4 = /4Y = 7. 
Zugleich iſt aber * 49. (— 7) ( 7) = , 


alſo auch <= V = — 7, 
folglich V9=-+ 7. 


Iſt allgemeiner 2 = a, fo hat * die beiden Werte x — + Ya. 
Demnach giebt es jtet3 zwei entgegengeſetzte Zahlen, 
die, mit ſich ſelbſt multipliziert, eine gegebene Zahl geben. 
Dieſe beiden heißen die Quadratwurzeln der letzteren. Das 
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Auffinden dieſer Zahlen nennt man das Ausziehen der Quadrat- 
wurzel. 


So iſt (Y Va) (Va) = , und ebenſo ( V). (Va) a, 
oder (＋ Va) = ( Va) a. 


Zieht man alſo aus einer Zahl die Quadratwurzel aus, und 
erhebt man die letztere zum Quadrat, ſo erhält man wieder die 
urſprüngliche Zahl. 

Sit 4 a', fo it x A- a, denn aus letzterer Gleichung 
folgt #—=(+a)(+a)=a? und ebenſo (—a)(—a)=a?. Es iſt alſo 


Vas = Nd. 


Erhebt man alſo eine Zahl zum Quadrat, und zieht man dann 
die Quadratwurzel aus, ſo erhält man, abgeſehen vom Vorzeichen, 
wieder die urſprüngliche Zahl. 

Im Sinne der beiden letzten Sätze kann man ſagen: Das 
Quadrieren und das Ausziehen der Quadratwurzel heben 
ſich gegenſeitig auf, das eine iſt die Umkehrung des andern. 


81) Iſt 2 = (a ＋ 5) = d ＋ 2 ab ＋ be, 
ſo folgt * = ＋ (a ＋ b) = ＋ Vas + Lab + 52. 
Sit = (a b) = d — 2a ＋ be, 
fo folgt * = ＋ (a b) = + Va — 2ab + DR. 


Auf die beiden möglichen Vorzeichen ſoll nur noch aufmerkſam 
gemacht werden, wenn es nötig iſt. Man merke alſo 


a) Va I 2 ab ＋ be = ＋ 5 
b) Vai 2 ab +” = a — b. 
Ferner iſt e) a /b = Vab, 


denn quadriert man beide Seiten, jo folgt ab = ab, was jelbit- 
verſtändlich iſt. 


f Ya 17/4 
Ebenſo iſt d) Zn 1% | 
weil beiderſeitige Quadrierung Übereinſtimmendes giebt. Wie lauten 


e) und d) in Worten? 
Folglich iſt z. B. 


Var = V. 5 4 V 


Holzmüller, Mathematik. I. 10 
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ebenſo Vat ( / = Var Vb = ab e 


b+e Ve Vb Te 
m JL % . 


Läßt ſich alſo unter der Wurzel ein quadratiſcher Faktor vom ganzen 
Ausdrucke abſondern, ſo kann man aus ihm die Wurzel beſonders 
ausziehen. 

Zahlenbeiſpiele: 


Vs =V4:2=y4y2 = 272 
ANNE 
70,75 = 0,25 3 = 0,5 V3. 


Ve’ + 2d +ab? = Va (a: ＋ 2 ab ＋ 57) = (a ＋ U) Va- 


Umgekehrt: Man kann einen Faktor der Wurzel unter die Wurzel 
ſetzen, indem man ihn quadriert. Z. B. 


4 /b A Vai Vb = Vaib; oder 78 — 2 V 


Bemerkung. Man vermeide den naheliegenden Fehler Ya?’ + b 
gleich a b zu ſetzen, der als ſolcher ſofort einleuchtet, wenn man 
beiderſeits quadriert. 


82) In manchen Ausdrücken laſſen ſich die Wurzeln entfernen, 
ſo daß ihre Ausrechnung nicht nötig iſt, z. B. 
(a ＋ YVb) (a — b) = a . 
Es laſſen ſich auch Wurzeln aus dem Nenner in den Zähler 


ſchaffen, z. B. 
1 1 a—Vb a—-yb 


atyb a+yba-yb «-—b' 
eine unmittelbare Folge des vorigen Ausdrucks. 
Andere häufige Umformungen ſind: 
(a ＋ VD), a 24 /b, 
(a — vb) = a ＋ b 24 /b, 


(a ＋ V) ＋ (a - ) = 2 (a ＋ Y), 
(4a ＋ Vb) — (a — 5) = 4b. 


folglich: 
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= a — 0 a ＋ e a — c a ＋e a—c 
55575 
4 ＋ Va — e, 


Ve Ve He . 


Setzt man hier a — 6 b, alſo e = Va? — b, fo folgt: 


* 


83) Das Ausziehen der Quadratwurzel. 
Es iſt a + 2ab ＋ 5 = (a + 5b)’. Daraus ergiebt ſich 
folgendes Rechenſchema: 


Val ＋ 2b +” = ＋ *) z. B. /529 = 20 ＋ 3 = 23 
a? 


folglich 


Rs 4 — 400 
2402 ab 2a = 40129 
2ab | 2ab = 120 

b? 9 

b? 5 9 


Ebenſo war nach Nr. 22 
( e = ＋ (240 ＋ 55) l ( e e, 
alſo gilt folgendes Rechenſchema: 
Va: I 2 ab ＋ 57 ＋ 2 (a ＋ De TG = ADT 
a? 


24% Zab 
240 | 
a. 
52 RE: 
2 (a T 50 2 (4 ＋ b) e 
2 (a ＋ b) e 
eat...) 
02 


*) 24 2ah ſoll heißen 2a in 2ab, alſo dasſelbe wie 2ab : 24. Dieſe 


Umſtellung iſt hier aus Raumgründen zweckmäßig. 
10 * 
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z. B. 7104976 = 300 + 20 ＋ 4 
A 90000 = 
24 = 60014976 oder abgekürzt 104976 — 324 
2ab = 12000 = || 
2976 6/14 | 
b = 400 12 
2 (a ＋ b) = 640.2576 E | 
2 er 1 
(a ＋ ) e 5 1460 
8 . 
N 16 
16 


Man zieht alſo die erſte Wurzel a aus, dividiert ſodann das zweite 
Glied durch 24, was ) giebt, worauf 52 abgezogen wird. Jetzt ſteht 
rechts a + b, man dividiert durch 2 (a + 5), was c giebt, worauf 
c? abzuziehen iſt. Abwechſelnd wird alſo dividiert und das Quadrat 
der zuletzt gefundenen Zahl abgezogen. 


84) Bilde ebenſo die Wurzel aus den folgenden Ausdrücken und 
Zahlen. 


Va ＋ (2 a⁰ +) +2 +)c+ N] +2 +) +FJa+E], 
Va?+(2ab+b”)+[2(a+b)c+e]+[2(a+d+c)d+4]+[2(a+b+c+d)e+E]- 
75049090 25 = 2345 oder auch: 5499025 = 2345 

| 4 


4 4 
414 | 4311 49 
12 129 
29 464 20 90 
a 1856 
46/20 9 4685|2 34 25 
184 23425 
250 | N 
16 
468.2 342 
2340 
25 
25 


Regel: Teile die Zahl von rechts anfangend, in Gruppen zu 
zweien ein. Iſt ſie ein Dezimalbruch, ſo teile vom Komma aus 
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nach rechts und links in Gruppen zu zweien ein. (Steht nämlich 
vorn 52, jo weiß man zunächſt nicht, ob man mit Y5 oder /52 
beginnen ſoll. Bei 526 liegt aber die erſte Wurzel zwiſchen 20 und 30, 
dagegen bei 5263 zwiſchen 70 und 80. Das eine Mal hatte man 
die Gruppierung 5 25 und begann mit /5, das zweite Mal 52 63 
und begann mit 7/52.) — Kann man gelegentlich das Quadrat nicht 
abziehen, ſo iſt die letzte Rechnung mit dem um 1 niedrigeren 
Quotienten zu wiederholen, was bisweilen mehrfach geſchehen muß. 
Dies geſchieht z. B. im folgenden Beiſpiele bei der erſten Diviſion 
durch 2. 


V224,3896 — 14,979 
1 


2112 
2 
44 
16 
28 283 
252 
318 
81 
298 2379 
2086 
2936 
1 
2894 28870 
26946 
19240 
PERL... 


Geht die Rechnung nicht auf, ſo rechnet man unter Anhängung von 
Nullen weiter. 

Schema für abgekürzte Ausziehung der Quadratwurzel bei ſechs— 
ſtelligem Rechnen: 
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26,6821 = 5,16546 


25 
10101 68 
101 Probe: 5,16546 
102606721 5,16546 
6156 25 8273 
1030565 5164 
516 3099 
1049 258 
40 20 
19 BIER.) 
6 26,6817 


Die Ungenauigkeit am Schluß beruht auf den angewandten Abkürzungen. 
Sie iſt als geringfügig zu betrachten. 


185) Die Quadratwurzel aus einer Primzahl iſt ſtets ein end— 
loſer Dezimalbruch ohne Periode, d. h. eine Irrationalzahl. 

Wäre z. B. /7 ein endlicher Dezimalbruch, oder ein endloſer mit 
Periode, alſo ein rationaler Bruch, ſo ließe dieſer ſich als „ darſtellen 


(vergl. 58), wo m und u ganze Zahlen find, die man durch Kürzung zu 
nn 2 
relativen Primzahlen gemacht hat. Dann wäre 7/7 =, alſo 7 1 


Dies iſt aber nach Abſchnitt 48 b unmöglich, da 155 keine ganze 


Zahl ſein kann, folglich iſt Y7 irrational. Überhaupt iſt die 
Quadratwurzel aus jeder ganzen Zahl, die nicht Quadrat— 
zahl iſt, eine Irrationalzahl. Beim Ausziehen der Quadrat- 
wurzel aus ganzen Zahlen iſt die Irrationalzahl nicht die Ausnahme, 
ſondern die Regel, ihre Einführung iſt alſo nicht etwas Willkürliches 
und Überflüſſiges, ſondern eine unbedingte Notwendigkeit. — Die 
durch Wurzelausziehung entſte⸗ 
henden Irrationalzahlen heißen 
algebraiſche Irrationalzahlen 
D im Gegenſatz zu den ſpäter auf: 
tretenden transcendenten. 
v7 Handelt es ſich um Qua⸗ 
dratwurzeln (oder um Quadrat⸗ 
r y 0 wurzeln aus Quadratwurzeln) 
gewöhnlicher Zahlen, ſo kann 
man ſie geometriſch darſtellen, d. h. mit Zirkel und Lineal konſtruieren, 
und zwar als mittlere Proportionale zwiſchen der Zahl und 1. 


Fig. 109. 
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Iſt z. B. in Fig. 109 45 = 1, 50 = 7, fo it BD Vr, 
denn 1: BD BD: 7, B = 7, alſo BD=YT. Vergl. 
Geometrie 171. Aus jeder Zahl alſo, die ſich konſtruieren läßt, kann 
man geometriſch die Quadratwurzel ausziehen, aus dieſer Wurzel 
wiederum die Quadratwurzel, u. ſ. w. 


IV. Grundform der gemiſcht quadratiſchen Gleichung 
mit einer Unbekannten.“) 
86) Zur Löſung gemiſcht quadratiſcher Gleichungen vereinigt 
man zunächſt alle Glieder mit 2, ſodann alle Glieder mit a, zuletzt 


alle Glieder ohne x. Die fo gewonnene Form a ＋ 5 = ci 
bringt man durch beiderſeitige Diviſion durch a, noch auf die Form 


* ar = = oder auf die Normalform 
1) * ＋E a = b 

Man kann vorläufig den Kunſtgriff anwenden, ax als ein 
doppeltes Produkt 252 zu ſchreiben und dadurch, daß man rechts 
und links N addiert, die linke Seite in ein vollſtändiges Quadrat 
zu verwandeln, 7 85 
alſo: 2 ＋ 2 ＋ (3) en (5) ＋ b, 
wofür man ſchreiben kann 

n 


Beiderſeitige Ausziehung der Quadratwurzel giebt, da man die 
Vorzeichen der beiden Wurzeln auf zweierlei Art kombinieren kann, 


„ K 
alſo iſt die Löſung a 
2) 34V) +>- 


„) Dieſer Abſchnitt kann auf dem Gymnaſium in der Secunda b durchge⸗ 
nommen werden. Die reiche Anwendbarkeit empfiehlt trotzdem die Beſprechung 
in der Tertia a. 
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(Bezeichnet man 5 als den halben Faktor (von x), jo kann man 
kurz merken: 


x = halber Faktor + halber Faktor zum Quadrat + rechte Seite. 
Er giebt alſo zwei Löſungen, 


= 1 V +2 


und 4. — 2 (5) + 
Beiſpiel: 2 + x —= 12 giebt, da der Faktor von = 1 iſt, 
= 34 FR - 44 VE 442, ap 
71 2 123, * 12 — 4 


Probe: 32 ＋ 3 = 973 28 12, (— 4) — 4 2 16 — 42 12. 
Die beiden möglichen Löſungen (Wurzeln) ſind alſo gefunden. 
Beiſpiel: 


2 — 5 6 giebt 2 1 f J (2) HUN 
alſo 41 1 ＋ 7 = 123, *. 222. 


Wiederhole an beiden Beiſpielen den allgemeinen Entwickelungs⸗ 
gang. Beachte auch, daß im erſten Beiſpiele die Summe der Löſungen 
3 ＋ (- 4) = — 1, ihr Produkt 3. (— 4) = — 12 iſt, d. h. ab⸗ 
geſehen vom Vorzeichen, den Faktor von x bezw. die rechte Seite giebt, 
während im zweiten Beiſpiele 3 ＋ 2 = 5, 3. 2 = 6 iſt. Auch bei 
der allgemeinen Löſung tn = — , 41 % = — b. — Ein⸗ 
gehendere Beſprechung der Gleichung zweiten Grades erfolgt ſpäter. 
Übungsmaterial bieten die Aufgabenſammlungen. 


V. Potenzen und Wurzeln mit ganzen pofitiven Exponenten. 


87) Werden 2 Faktoren a mit einander multipliziert, jo be— 
zeichnet man das Produkt mit a?, bei 3 Faktoren a ſchreibt man as, 
bei 4 Faktoren a“ [lies: a hoch 4 (oder a zur vierten Potenz)! 
bei n Faktoren a”, alſo 


1) a. a.. % . = al. 
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Der Ausdruck a” heißt die „te-Potenz von a, die Zahl a heißt 
Grundzahl oder Baſis derſelben, n heißt der Potenz-Exponent. 


88) Da a. a = (aa) (aaa) = aaaaa = a? iſt, fo folgt 
42. 4 = ads. Allgemein folgt für ganzes m und n 


2) an. 4. amtn, 


{ a? 
. 4 6 af iſt, jo folgt a 


3) 5 — am, wobei zunächſt m > ſein ſoll. 
a 
mn mn 
(Aus 2) konnte man folgern: a” — 1 „ alſo 5 — — e 
[77 [77 


Da (A) = a?. a. 4 ef. ab iſt, alſo (a)? = as, 
ſo folgt allgemein 
4) (an) n = ann. 

Aus 2), 3) und 4) folgen für ganzzahlige poſitive Exponenten 
folgende Regeln: 

a) Potenzen derſelben Grundzahl werden mit einander 
multipliziert, indem man ihre Exponenten addiert. 

b) Eine Potenz wird durch eine andere derſelben Grund— 
zahl dividiert, indem man den Exponenten der letzteren von 
dem der erſteren abzieht. (Dabei ſoll vorläufig der Exponent der 
erſteren Potenz größer als der der zweiten ſein.) 

c) Eine Potenz wird potenziert, indem man die beiden 
Exponenten mit einander multipliziert. 

Bei a) und c) iſt die Reihenfolge gleichgültig, alſo z. B. 

ang = a nf n u. ſ. w. 


(au) = dnn — qamn — arım ͤ . J. w. 


1 a? aaa 1 1 a® 1 
a Ta ee 
i 1 a” 1 
Allgemeiner iſt db ©, 


ſobald n > m iſt. 

Wird alſo eine Potenz durch eine andere von derſelben Grund— 
zahl dividiert, deren Exponent größer iſt, ſo dividiert man 1 durch 
die Potenz, deren Exponent die poſitive Differenz der beiden gegebenen 
Exponenten iſt. 
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90) Ferner iſt N 
(ab)? = (ab) (ab) (ab) = aaa bbb = abs, 


allgemein 5) (abe)" an bu cn. 

15 5 g 3 7 3 
Ahnlich iſt (5) 5 5 5-5 
allgemein 6) (5) = 750 


Daraus entſpringen die Regeln: 

d) Ein Produkt wird potenziert, indem man die ein— 
zelnen Faktoren potenziert. 

e) Ein Bruch wird potenziert, indem man den Zähler 
und den Nenner potenziert. 


91) Der Ausdruck 1 — Ya gilt als Auflöſung der Gleichung 


* —= d. Ebenſo gilt x = Va (lies: dritte Wurzel aus a) als Auf: 
löſung der Gleichung * = a. (Von der Möglichkeit, daß mehrere 
Wurzelwerte exiſtieren können, ſoll hier abgeſehen werden.) Allgemein: 


1) die Va iſt die Auflöſung der Gleichung a” = a. 


Hier heißt Ya die nie Wurzel aus a, n der Wurzel-Exponent, 
der zunächſt eine ganze poſitive Zahl fein ſoll, die Zahl a heißt der 
Radikand (die Zahl, aus der die Wurzel ausgezogen werden ſoll). 

Nach dieſer Erklärung iſt 


2) (e) — a. 


92) Iſt «= Va, fo folgt * = a, iſt ferner 9 = Vd, ſo 
folgt / = b. 
Durch Multiplikation ergiebt ſich aus den neuen Gleichungen 


an —= ab, oder (2%) = ab, folglich xy = Vab, oder 
3) Ya / = Yab, allgemeiner: Ya Yb Ye ...— Vabe 


n 


Durch Diviſion dagegen hätte man gefunden 


. -. 


0 1 a 


n 


a 
=-— oder 
Y b 
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Folglich gelten die Regeln: 

a) Man multipliziert Wurzeln mit gleichen Exponenten, indem 
man die Radikanden multipliziert (und aus dem Produkte die Wurzel 
auszieht). Und umgekehrt: 

b) Die Wurzel wird aus einem Produkte ausgezogen, indem 
man ſie aus den einzelnen Faktoren auszieht (und das Produkt der 
Einzelwurzeln bildet). 

c) Eine Wurzel wird durch eine andere derſelben Grundzahl 
dividiert, indem man den Radikanden der erſten durch den der zweiten 
dividiert (und aus dem Bruche die Wurzel auszieht). Und umgekehrt: 

d) Ein Bruch wird radiziert, indem man Zähler und Nenner 
einzeln radiziert (und die erſte der entſtandenen Wurzeln durch die 
zweite dividiert). 


93) Aus %a Va o. = V . 


folgt 5) 7 = Jan, alſo: 

e) Eine Wurzel wird potenziert, indem man den Radikanden potenziert 
(und aus der entſtandenen Potenz die Wurzel auszieht); und umgekehrt: 

f) Man zieht die Wurzel aus einer Potenz aus, indem man ſie 
aus der Grundzahl auszieht (und die fo entſtandene Wurzel zur ent: 
ſprechenden Potenz erhebt). Oder: 

g) Hat man eine Zahl zu potenzieren und zugleich zu radizieren, 
ſo iſt die Reihenfolge gleichgültig. 


94) Iſt V Ya x, ſo folgt Va = n, folglich a = (vn) n nn. | 


Aus ar” d folgt aber 2—="Ya. Dies, in die Anfangs: 
gleichung eingeſetzt, giebt 


6) Ya = "Ya, und allgemeiner: 


* 1 Denen mn er 
ie Vie" 
Alſo: h) Soll eine Zahl mehrfach nacheinander radiziert werden, 
ſo kann man ſie mit dem Produkte der Exponenten radizieren. Umgekehrt: 
i) Man radiziert eine Zahl durch ein Produkt, indem man mit 
den einzelnen Exponenten nacheinander radiziert. 


95) Es war Var . Setzt man a? für x ein, jo erhält man 
Var)" = ar oder Var — av. 
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Zieht man beiderſeits die gte Wurzel aus, ſo ergiebt ſich 
7) ars = Vas. Folglich: 


k) Die Wurzel aus einer Potenz bleibt ungeändert, wenn man 
die beiden Exponenten mit derſelben Zahl multipliziert; dasſelbe gilt, 
wenn man beide Exponenten durch dieſelbe Zahl dividiert, voraus: 
geſetzt, daß dieſe Diviſion einen ganzzahligen Exponenten giebt. 

Übungsbeiſpiele ſiehe in den Aufgabenſammlungen. 

16) Ausziehung der Kubifwurzel.*) 

Es war (a ＋ 5) = d ＋ 347 + 3a be + 55. Daraus er: 
giebt ſich als Rechenſchema: 


Vo V = d ＋＋ b 


5³ 

15 | 3a?b | | 
3a®b | 
b 


3al? 
3al? 


3 
3 


Beiſpiel. 

712167 20 ＋ 3 

8000 

3 - 20° = 1200 4167 

3600 

567 

3.20.32 — 540 

27 

35 27 


Oder abgekürzt geſchrieben: 
712167 23 


*) Dieſer Abſchnitt kann auf dem Gymnaſium ganz entbehrt werden, da 
man ſich dort auf die logarithmiſche Berechnung beſchränken darf. 
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Ferner war: 


(4a ＋ ) = d ＋ 5 ＋ s 347 ＋ 347% + 345 + 32% 
+ 34e ＋ 3b ＋ Gabe, 


was ſich folgendermaßen ordnen läßt: 


(a ＋ bc) = ＋ (34˙% + 345 ＋ 5% + [3(a + b)? c 
＋ 3 (a +) +) 


Das entſprechende Rechenſchema ergiebt ſich aus folgendem 
Beiſpiele: 


5 * 
714348907 = 200 ＋ 40 + 3 


a 2005 — 8000000 
34 = 120000 | 6348907 
3a = 4800000 
1548907 
al’ = 960000 
588907 
d — 64000 
3(a + b)’ = 172800 524907 
3(la ＋ 507 = 518400 
6507 
3a ＋ 5) = 6480 
27 
= 27 
Abgekürzt: 
1 
7143480907 = 243 
45 K 88 
34 12 63 | | | 
48 | 
3a +3’ ＋ 5 5824 | 
3(a-+ 502 = 1728 5249 


07 
30a ＋ 0e ＋ 30 +) ＋ = 524 907 


Hülfsrechnungen und Erläuterung: 


34²D¹ 23. 4. 4 48 
3b = 3.2.16 = 96 

b = 4. 4. 4 64 
3a!b + 3ab? + 55 5824 
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3(a ＋ 5) 3.24 1728 
3(a + 5) = 1728.3 — 5184 
304 ＋ 5) = 3.24.9 648 
c. 38 — 33 
3(a + be + 3(a + b)e® + 0° = 524907 


Das Schema geht weiter: 


(a+bdb+c+d+.)= a? + (3a?b + 3ab’ + bs) 
+ [Bla + 5 +3(@+d)e + ©] 
+ L800 +5 + 0% . 3 T FILE... 


Regel: Abgeteilt wird zu dreien von rechts ab, bei Dezimal⸗ 
brüchen vom Komma ab nach rechts und links zu dreien. 

Quadrat⸗ und Kubikwurzeln werden aus geordneten algebraiſchen 
Ausdrücken ebenſo wie aus Zahlen, ausgezogen. Z. B. 


2 
Vox + dab, + 40 + 6e . L „ 4 L 25 L 25 
aꝰ | 
24 + Aaba? 
Aa | 
4b* | 
ade 
2ax® + 40 | 64C = 
64e ＋ ze 
2 ges 
* 
9 
7 


(In ähnlicher Weiſe, wie bei den Quadratwurzeln, kann gezeigt 
werden, daß die Kubikwurzeln aus ganzen Zahlen, die nicht Kubik⸗ 


zahlen ſind, Irrationalzahlen ſein müſſen. So iſt z. B. Vı0, ebenſo 
Vı00 eine Irrationalzahl. Soll bei ganzem poſitiven „ die dritte 
Wurzel aus 10” eine ganze Zahl ſein, jo muß 5 eine ganze Zahl 


fein. Entſprechendes gilt von den 4, 5., unten Wurzeln. 

Später wird gezeigt werden daß, wenn » eine ganze Zahl iſt, im 
Ganzen u verſchiedene ute Wurzeln aus jeder Zahl exiſtieren, die zu 
der hier berechneten einen Wurzel in einfacher Beziehung ſtehen. Dazu 
iſt jedoch die Einführung einer neuen Art von Zahlen erforderlich. 
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Man kann die 4., 8., 16. Wurzel ausziehen, indem man aus 
der Quadratwurzel die Quadratwurzel, aus dieſer wieder die Quadrat⸗ 
wurzel auszieht u. ſ. w. Die 6. Wurzel zieht man aus, indem man 
aus der 3. Wurzel die Quadratwurzel auszieht, die 9. Wurzel, indem 
man aus der Kubikwurzel die Kubikwurzel auszieht u. ſ. w. 

Für die 5., 7., 11. Wurzel u. ſ. w. könnte man ſich die Rechnungs: 
ſchemata ebenfalls aufſtellen, dieſelben werden aber ſo umſtändlich, 
daß man andere, ſpäter zu behandelnde Methoden vorzieht.] 


C. Lehraufgabe der Secunda b. 
(Prima der Realſchulen.) 
(Dritter Jahrgang.) 


I. Gleichungen zweiten Grades. 


97) Als Normalform der ſchon behandelten Gleichung zweiten 
Grades diene jetzt die folgende: 
1) * — ur ＋ b o. 


Man kann ſie folgendermaßen umformen: 
2 a a? a? Er 
2 a\? F 
Nun läßt ſich aber die Differenz zweier Quadrate in Summe mal 
Differenz der Grundzahlen zerlegen, alſo iſt jetzt 


a N a 1 
5 — 2 — 0) | | -3+YV6) N. 0 
Soll nun das Produkt zweier Größen gleich Null ſein, ſo muß ent— 
weder der erſte Faktor, oder der zweite gleich Null ſein. Setzt man 


die einzelnen Klammern gleich Null, ſo hat man zwei Gleichungen 
erſten Grades, aus denen ſich die beiden Löſungen ergeben, nämlich 


*) Dieſes Kapitel kann auch an den Schluß der Lehraufgabe der Secunda 
geſtellt werden, wenn der Unterrichtsbetrieb der Trigonometrie wegen eine 
frühere Einführung in die Lehre von den Logarithmen erfordert. 
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„ eee 
lee 


98) An Stelle des früher angewandten Kunſtgriffs iſt alſo die 
Eigenſchaft jedes Ausdrucks vom zweiten Grade getreten, ſich 
jedesmal in zwei Faktoren erſten Grades verwandeln zu 
laſſen, feine Produktzerlegung, die in allgemeinerer Geſtalt bei allen 
Gleichungen möglich iſt, die x nur in Potenzen mit ganzen poſitiven 
Exponenten enthalten]. 

Addiert man die Werte der Löſungen (die ſogenannten Wurzeln 
der Gleichung) ſo erhält man 


3) 41 ＋ 4½ = a, 
multipliziert man die Löſungswerte, ſo ergiebt ſich 


eee ee 
- - @+. 


oder 4) 1 4 b. 
Folglich gilt der Satz: 
In der Gleichung 
* — ar ＋ = O 
iſt der Coefficient von 2 gleich der Summe der Wurzeln, 
das Glied ohne © gleich dem Produkte derſelben. 


99) Dieſer merkwürdige Satz ergiebt ſich als ſelſtverſtändlich 
auf folgendem Wege: 

Die Gleichung (» — a) (* — ) s iſt offenbar erfüllt für 
die Werte x, = a und 4 b, denn bei der Einſetzung eines ſolchen 
wird der betreffende Faktor gleich Null. Multipliziert man nun die 
linke Seite aus, ſo ergiebt ſich: 

** — (a ＋ b) r ＋ ab = O, 
der Coefficient von „ iſt alſo wirklich die Summe der Wurzeln, das 
ſogenannte abſolute Glied (ohne &) gleich dem Produkte der Wurzeln. 


100) Man kann alſo leicht Gleichungen aufſtellen, die gegebene 
Wurzeln haben ſollen. Sollen z. B. die Wurzeln einer Gleichung 
3 und 8 ſein, ſo lautet ſie 


* — (3 ＋E 8) ＋ 38 , oder 2 — 114 E 24 = 0. 
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Sollen die Wurzeln — 3 und + 8 fein, jo lautet die Gleichung 
* — (— 3 — 8) + (- 3) (＋8) =, dr? - 5 24 =. 
Die gewöhnliche Auflöſungsart beſtätigt die Richtigkeit. 


[101) Bei der Löſung = - 2 * 0/0 > 2 — b kann nun der Fall 


2 
eintreten, daß db > (5) iſt, jo daß unter der Wurzel Negatives ſteht. 


Dann nennt man die Löſung der Gleichung eine imaginäre (oder 
unmögliche). Bisher nämlich ſind uns nur Quadratwurzeln aus 
poſitiven Zahlen entgegengetreten. Wir wußten z. B, daß 7/49 = +7 
war, dagegen kannten wir bisher keine Zahl, die mit ſich ſelbſt 
multipliziert, — 49 gab, fo daß / — 49 vorläufig als etwas Un⸗ 
mögliches, als imaginär zu betrachten iſt. Im Gegenſatz dazu 
heißen die bisher behandelten Zahlen reelle Zahlen. Erſt in der 
zweiten Hälfte des vorigen Jahrhunderts wagte man es, dieſe ſo— 
genannten unmöglichen Zahlen eingehender zu unterſuchen, wobei ſich 
bald zeigte, daß nur mit ihrer Hülfe eine gewiſſe Abrundung des 
mathematiſchen Lehrgebäudes und ein überſichtlicher Ausbau desſelben 
ermöglicht wurde. Erſt jetzt lernte man beweiſen, daß jede Gleichung 
„ten Grades „ Wurzeln haben muß, erſt jetzt wurde eine wiſſen⸗ 
ſchaftliche Kartographie möglich u. ſ. w. Man ſetzt z. B. /— 49 
= Va 12 ＋ 7 1 und bezeichnet die Größe ＋ 721 
(als die imaginäre Einheit) mit 7, fo daß 49 = 47 1 it, 
allgemein / a V i = CA. Ferner iſt (Y— 1)” 
= 1, alſo ?= — 1 u. ſ. w. Zahlen von der Form a ＋ bi 
werden komplexe Zahlen genannt. Wir gehen auf dieſen Gegen— 
ſtand noch nicht näher ein und erinnern nur an Folgendes: 

Die Subtraktion zwang zur Einführung der negativen 
Zahlen. 

Die Diviſion zwang zur Einführung der gebrochenen Zahlen. 

Bis hierher reichte das Gebiet der rationalen Zahlen. 

Die Wurzelausziehung zwang zur Einführung der Irrational— 
zahlen. 

Bis hierher reichte das Gebiet der reellen Zahlen. 

Die Wurzelausziehung zwingt (z. B. gelegentlich der Gleichungen) 
auch zur Einführung der imaginären Zahlen. Dieſe, mit den 
reellen zuſammengeſetzt, geben das Gebiet der komplexen Zahlen. 
Zu ihrer geometriſchen Darſtellung iſt auf der früher beſprochenen 
Geraden, die durch die Rational- und Irrationalzahlen ſtetig erfüllt 

Holzmüller, Mathematik. I. 11 
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iſt, kein Raum vorhanden. Auf einer höheren Stufe ſoll gezeigt 
werden, daß die komplexen Zahlen eine ganze Ebene ſtetig erfüllen. 
Dieſe geometriſche Darſtellungsweiſe iſt für die Entwickelung der 
Mathematik von außerordentlicher Bedeutung geworden.] 


102) Hat man eine Gleichung zweiten Grades mit zwei Uns 
bekannten von der Form 


a ＋ % ＋ r ＋ de ＋ e F = 


und eine zweite Gleichung erſten Grades mit zwei Unbekannten von 
der Form 
ar +bytc=0, 


fo kann man 7 aus der zweiten berechnen, den Wert in die erſte 
einſetzen und die ſo entſtehende Gleichung 2. Grades auflöſen, was 
zwei Werte für © giebt. Jeder von dieſen, in die zweite Gleichung 
eingeſetzt, ermöglicht die Berechnung der beiden zugehörigen Werte für . 
Auch xy iſt als Ausdruck zweiten Grades zu betrachten. 
Handelt es ſich um zwei Gleichungen 2. Grades mit je zwei 
Unbekannten, jo giebt die Entfernung (Elimination) von y im All⸗ 
gemeinen eine Gleichung vom 4. Grade, nur in beſonderen Fällen 
läßt ſich die Gleichung auf den 2. Grad zurückführen. 
Übungsmaterial findet ſich in den Aufgabenſammlungen. 


II. Potenzen mit negativen und gebrochenen Exponenten. 


. a” a” 1 
103) Es iſt — = an, ſobald Den, und — = = 
a" a” an — m 


ſobald „mn. Iſt m u, fo iſt „ ann, alſo da —1 
a a 


und m m O iſt: 
1) 1. 


Jede Zahl, zur 0. Potenz erhoben, iſt alſo gleich 1. 
0 
Demnach iſt 3 = 5 alſo, wenn man die alte Schreibweiſe 
a 


0 
beibehält: 41 2012 1 45 und ebenſo findet man 
allgemein 
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2) W Rr= . und 8 


a" Er 
Eine Potenz mit negativem Exponenten ſoll demgemäß von jetzt ab 
bedeuten den umgekehrten Wert von der entſprechenden Potenz mit 
poſitiven Exponenten. 
Iſt dies feſtgeſetzt, ſo ergiebt ſich 


— 1. an = d = an RER 
d. h. der Satz für die Multiplikation von Potenzen gleicher Grund- 
zahl gilt auch für negative Exponenten. 


Ebenſo iſt * = = 5 2 = ur = AT RT 
a a a 
In gleicher Weiſe läßt ſich zeigen, daß alle für pofitive ganze Ex⸗ 
ponenten bewieſenen Sätze auch für negative Exponenten gelten, z. B. 


* a” 
. = gar am n — daun n 
* a 
a a- mn 5 Nn 
am pm — (ab) u, ve — (5) — (4 4 
(au 7% , r A amn 


104) In Abſchnitt 95 wurde gezeigt, daß V a”? — ap ift, alfo, 
wenn man np = m, folglich v — 7 ſetzt, 
u) Var — ar. 


Dort war angenommen, daß 5 ganz war. Jetzt wird feſtgeſetzt, 


daß auch dann wenn - nicht ganz ift, a” die nte Wurzel aus a” 
zen ſoll, ſo daß Gleichung 1) auch dann fortbeſteht. So iſt z. B. 


Vas, 3 Ve’. Dann kann der Exponent auch negativ und 
ee fein, z. B. iſt 
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Die frühere Gleichung (Abſchnitt 95 Nr. 7) % as läßt 
pn » 


ſich dann ſchreiben d = a2, fo daß der gebrochene Exponent er: 
weitert oder gekürzt werden kann, ohne daß der Potenzwert ſich 


ändert. i 
Auch der Satz über die Multiplikation von Potenzen gleicher 


Grundzahl bleibt beſtehen, denn 


m pP 
. — OR —— 
ar 41 = Va" Var — ang . Varn — Van ahn == Varıt np 
m np m 
Lr 2 A 
= d 2 zit 2 


Alſo gelten, wie früher, die Sätze: 


„ 
n ie D 
aaa 5, 
m 2 m p 
arzalt = a" 9, 
m m m 
ar :br — (ab)" 
m m 8 
= a\m 
a” : b — (5) D 
* 2 
DE, 
SA ER 
Am a rare 7, 
m 2 m » 
a? a. T == 0? q 
u. ſ. w., 


fo daß ſämtliche für Potenzen mit ganzen pofitiven Exponenten be— 
wieſenen Sätze auch für negative und gebrochene Exponenten un: 
beſchränkte Geltung haben. 


III. Die gemeinen oder Vriggiſchen Logarithmen. 
1 
105) Aus a = b" folgt ) a”. Es fragt ſich, ob man aus der 


erſteren Gleichung nicht nur db, ſondern ſtatt deſſen auch m berechnen 
kann. Wir beſchränken uns vorläufig auf die Grundzahl 10 und ſetzen 
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Folgendes feſt: Sit 10° a, jo nennt man e den gemeinen“) 
oder Briggiſchen Logarithmus von a, geſchrieben log a; a heißt 
der Numerus zum Logarithmus a. 

Alſo 1) aus 10« = a folgt «= log a. 

In Worten: Der gemeine Logarithmus einer Zahl a iſt 
der Exponent, mit dem man die Grundzahl 10 potenzieren 
muß, um jene Zahl zu erhalten. 


106) So iſt z. B. 


10 A 1, folglich 0 = log 1 
101 10, folglich 1 = log 10 
10° = 100, folglich 2 — log 100 
10° = 1000, folglich 3 = log 1000 
Ebenſo 101 1 =01, folglich — 1 log 0,1 
102 A 10 = 0,01, folglich — 2 = log 0,01 
1073 — 


1000 — 0,001, folglich — 3 = log 0,001 


Die Logarithmen der Potenzen von 10 mit poſitiven ganzen und 
negativen ganzen Exponenten ſind alſo leicht zu finden. 


107) Man kann auch andere Logarithmen bezw. Numerus 
leicht beſtimmen. Z. B. Es iſt 


1 
10 = Y10 = 3,1622 folglich iſt = 0,5 = log 3,1622. 


AR) | 
1®?—= 10 '? = 10: Y10 = 31,622 
folglich ift 2 1,5 = log 31,622 
5 24.4 Re 
1? 10 2 = 100 Y10 = 316,22: - -, 
2 


folglich iſt 2,5 — log 316,22 


) Logarithmen mit anderen Grundzahlen werden ſpäter bekannt gegeben. 
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ar NE 
Ahnlich kann man für 10°, 103, 10%, 104, 10%, 106, 108, 
3 5 7 


105, 108, 105 u. ſ. w. und ihre 10⸗-fachen, 100-fachen, 1000 ⸗fachen 
Werte und für die umgekehrten Werte aller dieſer Zahlen die loga— 
rithmiſchen Folgerungen ziehen. 

Schon ſo erkennt man die Möglichkeit, für ganze Reihen von 
Zahlen feſtzuſtellen, von welchen anderen Zahlen ſie die Logarithmen 
ſind, man erkennt die Möglichkeit logarithmiſcher Tabellen, 
der ſogenannten Logarithmentafeln, obwohl dieſe auf anderem 
Wege berechnet worden ſind. Schaltet man die neugefundenen Be⸗ 
ziehungen an geeigneter Stelle in die Tabelle unter 106) ein, ſo 
erkennt man Folgendes: 


Die Logarithmen poſitiver einſtelliger Zahlen beginnen mit 0, 


7 5 7 zweiſtelliger 71 5 7 1 U 
I 71 I dreiſtelliger N 7 n 2 7 
7 n 7 vierſtelliger 77 7 7 3, 
7 7 5 n⸗ſtelliger [2 7 " (n—1). 


Die Logarithmen echter Brüche ſind negativ, und zwar gilt 
Folgendes: 


Liegt die Zahl zwiſch. O u. 0,1, jo liegt der Logarithmus zwiſch. O u. — 1, 


I I 7 n 0,1 U. 0,01, 7 77 " " I 7 1 1.2, 
I 1 7 „0,01 U. 0,001 7 7 n I . — 
u. ſ. w. 


108) Oben waren zu gewiſſen Logarithmen die Numerus be— 
rechnet; umgekehrt kann gefragt werden, wie man zu einem Numerus 
den Logarithmus findet. Die Möglichkeit dazu ſoll an einem Beiſpiele 
nachgewieſen werden.“) 

Aufgabe. „ aus der Gleichung 10° — 2 zu berechnen, d. h. 
den Logarithmus der Zahl 2 aufzufinden. 

Auflöſung. 2 liegt zwiſchen 10» 1 und 10 = 10, alſo 


10˙ C10 >2<10, folglich iſt O<r<1 


*) Auf dem Gymnaſium wegzulaſſen. 
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daraus folgen die Gleichungen 

10° < 10% —4< 10! folglich 0 T 22 T1 und O T A 
10° < 10 16 K 10 folglich 1 4 <2 und T = 4 
10? < 10° — 256 K 109 folglich 2 T 84 S3 und 3 T == 
10. < 10 — 65536 < 105 folglich 4 T 162 5 und T 5 


So fortfahrend kann man x zwiſchen engere und engere Grenzen 
einſchließen, dieſe in Dezimalbrüchen darſtellen und aus Vergleichung 
der zuſammengehörigen Werte erkennen, bis auf wie viele Stellen man 
den Wert von log 2 genau gefunden hat. Oben iſt erſt gezeigt, 
daß „ zwiſchen 0,25 und 0,312 liegt, und es dauert ziemlich lange, 
bis man gezeigt hat, daß log 2 = 0,3010300 iſt. (Man berechnet 
jetzt die Logarithmen auf beſſerem Wege weit ſchneller mit großer 
Genauigkeit.) 

Sind m und n ganze Zahlen und iſt m > n, jo giebt 


10” nur dann eine ganze Zahl, und zwar eine Potenz von 10 mit 
ganzem Exponenten, wenn n in m ohne Reſt aufgeht. Iſt letzteres 


nicht der Fall, ſo iſt 10* eine Irrationalzahl (vgl. Abſchnitt 85 
und 96). Setzt man alſo 10” = a, und ift a eine ganze Zahl, aber 
keine Potenz von 10 mit ganzem poſitiven Exponenten, ſo muß 
irrational ſein, denn wäre es rational, ſo müßte rechts Irrationales 
ſtehen. Folglich ſind die gemeinen Logarithmen aller ganzen Zahlen, 
die nicht Potenzen von 10 mit ganzem poſitiven Exponenten ſind, 
Irrationalzahlen. Die Bedeutung der Irrationalzahlen wird alſo 
durch die Einführung der Logarithmen ganz erheblich geſteigert. Sie 
bilden auch hier die Regel, die Rationalzahlen dagegen eine ver— 
ſchwindende Ausnahme. 

In den meiſten Logarithmentafeln befindet ſich eine Anweiſung 
zum Aufſchlagen des zu einem Numerus gehörigen Logarithmus und 
des zu einem Logarithmus gehörigen Numerus. 

Wir beſchränken uns auf die Logarithmen poſitiver Zahlen. 
[Die Logarithmen von negativen Zahlen kommen in den oben ab» 
geleiteten Tabellen nicht vor. Der Grund ergiebt ſich ſofort.] 


109) Die Grundformeln für das Rechnen mit Logarithmen. 
Iſt d = lg a, ſo folgt 10 0 
iſt 6 lg b, jo folgt 10° —b 


1) 
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alſo durch Multiplikation 10 105 = ab oder 10 π = ab; 
folglich iſt «+ 6 = Ig (ab) oder 18 . ＋ Ig lg (ab). Alſo: 
2) Ig (ab) Ig a + Ig b. 

d. h. Der Logarithmus eines Produktes iſt gleich der Summe 


der Logarithmen“), 1g (abe ..) = Ig a ＋ Ig ＋ ge 
Dagegen hätte man durch Diviſion aus den Gleichungen 1) er: 


10 a 1 a a 
balten 5 oder 10 r d. h. & — 6 = 18 5 
oder 18 0 — 180 18 % 
a 
Alſo 3) g 5 1a — 1g b, 


d. h. Der Logarithmus eines Bruches iſt der Logarithmus 
des Zählers vermindert um den des Nenners. 

Sit a lg a, jo folgt 10° = a, und, wenn man links und 
rechts zur uten Potenz erhebt, (10% — an, d. h. 10% — a”, folglich 
e lg a“ oder ig a Ig a“, alſo: 


4) lg (a“) = nlg.a. 
d. h. Der Logarithmus einer Potenz iſt das Produkt aus 


dem Exponenten und dem Logarithmus der Grundzahl. 
Iſt c = Ig a, fo folgt 10% = a, und, wenn man beiderſeits die 


nte Wurzel auszieht, 7/10 /, oder 10” = Ya, alfo 7 ig Va 
oder 1 Ig a lg Va. Alſo 
5) lgya — 1 Ig a, 


d. h.: Der Logarithmus einer Wurzel iſt der Quotient aus 
dem Logarithmus des Radikanden und dem Wurzelexpo— 
nenten. 


110) Dieſe Formeln führen in Verbindung mit den Logarithmen— 
tafeln auf ganz außerordentliche Rechen-Erleichterungen, wozu 


*) Da (— 10) = ,. 10 iſt, fo folgt, wenn man das Multiplikations— 
geſetz gelten läßt IJg(— 10) = Ig i Ig i Ig 10 = 21g 1, alſo 1g 10) 
— 1 21g = 1 ＋＋ 21g /— 1. Allgemein: 1g (— a) lg a 21g i. 
So erkennt man, daß die Logarithmen negativer reeller Zahlen nur durch die 
imaginären Zahlen erklärt werden können, worauf wir hier nicht eingehen. 
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einige Beiſpiele gegeben ſein mögen (5ſtellige Logarithmen). Beſonders 
das Ausziehen höherer Wurzeln wird ermöglicht bezw. erleichtert, 
z. B. iſt 1g Wu m ‚iga—= 0,21ga, wozu der Numerus aufzu⸗ 
ſchlagen iſt, wenn man Ya erhalten will. 


51,208° « 5,7821 2225 
Aufgabe, 8 48 oe ider 
* a?b® 1 
Auflöſung. g 21g a + 3 1g 5 — E Ig e ＋ 1g d 
Ve-d 2 


ig a = 1, 70980, 2 1g 4 = 3,41960 
lgb = O, 76209 3 led = 2,28627 
lg des Zählers: 1gZ = 5,70587 


lgc = 2,88787 1g = 1,44394 
18d = 0,99218 — 1 
lg des Nenner: 1g N = 1,43612 


1e —1gZ lg N — 4,26975 
Z 


Bemerkung. Mit Hülfe der Logarithmen verwandelt man das 
Multiplizieren in Addieren, das Dividieren in Subtrahieren, das 
Potenzieren in Multiplizieren, das Wurzelausziehen in Dividieren. 
Dagegen ſind die Logarithmen nicht brauchbar für die Vereinfachung 
der Addition und Subtraktion (man müßte denn durch Abſonderung 
gemeinſchaftlicher Faktoren Vorteile finden). Die negativen Logarithmen 
ſchreibt man poſitiv, zieht jedoch von dem Dezimalbruch (Mantiſſe) die 
ganzzahlige Charakteriſtik (Kennziffer) ab. So war im vorigen 
Beiſpiele Ig d = 0,99218 — 1, was dasſelbe ift wie — 0,000782. 

Sind Wurzeln aus echten Brüchen auszuziehen, z. B. 7 0,98216, fo 
iſt nach Obigem der Logarithmus durch den Exponenten zu dividieren, 
und dabei kann die abzuziehende Kennziffer, die mit zu dividieren 
iſt, eine gebrochene Zahl werden, was nicht mehr in das gebräuchliche 
Rechenſchema paßt. Um dies zu vermeiden, vermehrt man Mantiſſe und 
Charakteriſtik um dieſelbe Zahl, und zwar ſo, daß jene Diviſion auf— 
geht. So wird im letzten Beiſpiele geſchrieben 1g ! = 2,99218 — 3, 
jo daß 3 18 d = 0,99739 — 1 wird. Demnach iſt 


3 — TER, 
V0,98216 = 0,99401. 
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111) Aber nicht nur Rechen⸗Erleichterungen finden ſtatt, ſondern 
es werden auch ganz neue Gebiete eröffnet, z. B. das der Exponential— 
gleichungen. 

Aufgabe. x aus der Gleichung 2° = 3 zu berechnen. 

Auflöſung. 1g (22) lg 3, folglich * 1g 2 = 1g 3, folglich 


18 3 5 
* 168 und 18 * = 1g (Ig 3) — 1g (g 2). Nun iſt: 
18 3 = 0,477 12, alſo 181g 3) = 0,678 63 — 1 
18 2 = 0,301 03, alſo 1818 2) = 0,47861 — 1 
Ig = lg(Ig 3) — 1g (Ig 2) = 0,200 02 
folglich 2 = 1,5850 


Aufgabe. ab = . 
Auflöſung. 1 1g a ＋ 22 Ig lg e, 401g a + 21g) lg e, 
„„ 
*g T 218 U 


Auf der Lösbarkeit der Exponentialgleichungen beruht die Lös— 
barkeit gewiſſer Aufgaben der Zinſeszins- und Rentenrechnung. Jetzt 
ſoll nur auf die erſtere eingegangen werden. 


112) Zinſeszinsrechnung. 

Es ſei ce ein beſtimmtes Anfangskapital, welches zu einem ge— 
wiſſen Prozentſatz p zinsbar angelegt wird. Da nun 100 Mark 
jährlich p Mark Zinſen geben, eine Mark alſo 2 100 Mark giebt, ſo geben 


e Mark 6100 Mark, und nach einem Jahre erhält man durch Zins- 


zuſchlag 1 10 0 Mark als ein neues Kapital c, = c ( — 106) Das 


vergrößerte Kapital verwandelt ſich im zweiten Jahre in . c, ( + - 10 60) 


3 
= 6 +7 2): nach einem weiteren Jahre erhält man c, = 0 77 190) 


nennt man alſo das Schlußkapital *, jo hat man nach „ Jahren, 
wenn man den Prozentſatz mit dem kaufmänniſchen Zeichen % 
bezeichnet: 


1) 1 (1 ＋ j)“ 

folglich 

2) gk—lge+nig(i + 100) 

aljo zur Berechnung des Anfangskapitals bei gegebenem Endkapital 
3) 8 0 lg K 18 (1 ＋ 100). 
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Zur Berechnung des Prozentſatzes hat man zunächſt n 1 (1 —— 100 
lg — Ig e, oder 


1 
4) 1g (1 + 1000 = —(lgk — 1g0). 
Bezeichnet man den Numerus, der zur rechten Seite gehört, als 
Ig * — 1 N 0 Ig * — 1 
N — „ ſo ergiebt ſich (1 + 100) = N( 8 9 alſo 


4* ) 0% = 100 YU — 11 100 U — 1] 


Die Berechnung der Anzahl der Jahre beruht auf der Exponential⸗ 
gleichung 1) und erfolgt, wie ſich aus 2) ergiebt, nach der Formel 


1g * — Ig e 
5 MR % 
) lg (1 * (+%)' 
alſo 
5*) lg = Ig[lgk — Igel — Iglg (1 + 100 


Dieſe letzte Löſung gilt nur für ganze Zahlen, da der Zins— 
zuſchlag nicht mitten im Jahre, ſondern nur am Jahresſchluß erfolgt. 
Der etwaige Zeitüberſchuß würde alſo eine beſondere Vereinbarung 
nötig machen. 


113) Werden die Zinſen halbjährlich zum Kapital geſchlagen, 
fo hat man die doppelte Anzahl der Termine, alſo bei » Jahren 
2 Termine, für dieſe aber den halben Prozentſatz. Dies giebt für 
n Jahre die Grundformel 


6) v (1 ＋ 5)", 


aus der die andern durch Logarithmierung u. ſ. w. abzuleiten ſind. 
Bei monatlichem Zinszuſchlag erhält man ebenſo 


7) 1 1 ＋ 16) 
alſo bei jährlich n-maligem Zinszuſchlag 

0 
8) * 6 ER, 


(Über die Rentenrechnung ſoll erſt ſpäter geſprochen werden.) 
Beiſpiele zur Zinſeszinsrechnung finden ſich in den Aufgaben— 
ſammlungen. Sie beziehen ſich auch auf die Zunahme der Bevölke— 
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rung von Städten und Staaten, auf die Entwickelung der Verkehrs— 
verhältniſſe, z. B. auf die Zunahme der jährlichen Frachtmengen unſerer 
Eiſenbahnen, des Holzbeſtandes von Waldkomplexen u. dgl. 

Wird der Prozentſatz als negativ angenommen, geht alſo die 
Grundformel über in 


1 (1 5)", 


jo handelt es ſich z. B. um eine allmähliche Abnahme des Anfangs: 
kapitals, die jedoch niemals ganz zu Ende geht. 

Die praktiſch wichtigſte Anwendung der Logarithmenlehre findet 
für die Schule in dem Gebiete der Trigonometrie ſtatt. 
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Dritte Abteilung. 
Trigonometrie. 


Lehraufgabe der Secunda b. 
(Prima der Realſchulen.) 
(Erſter Jahrgang.) 


I. Die trigonometriſchen Funktionen am rechtwinkligen 
Dreiecke. 


1) Unter Trigonometrie (Dreiecksmeßkunſt) verſteht man die 
Berechnung von Dreiecken aus drei zur Berechnung geeigneten Stücken. 
Solche Berechnungen fanden ſchon in der Geometrie ſtatt. Sie be— 
ſchränkten ſich aber auf die Berechnung von Seiten und Flächen, 
während Winkel nur inſoweit zur Berechnung kamen, als ſie, wie 
die Winkel 60“, 30%, 45%, 36° u. ſ. w. geometriſch konſtruiert werden 
konnten. Auch waren die gegebenen Stücke in der Regel nur Seiten 
und Flächen, nur ausnahmsweiſe konſtruierbare Winkel. Schon die 
Landmeßkunſt beanſprucht volle Befreiung von jenen Einſchränkungen. 
Sie verlangt die Berechnung des Dreiecks mit Hülfe beliebiger 
Winkel und die Berechnung beliebiger Winkel aus gegebenen Stücken. 
Das Ziel der Trigonometrie beſteht zunächſt darin, jene Schranken 
aufzuheben. Zu dieſem Zwecke iſt es nötig, zwiſchen Seiten und 
Winkeln beſtimmte Beziehungen aufzuſtellen. 


2) Nach der Ahnlichkeitslehre haben rechtwinklige Dreiecke 
dieſelben Winkel, ſobald ſie in einem Seitenverhältnis übereinſtimmen. 


Aus dem Seitenverhältnis alſo müſſen ſich die Winkel beſtimmen 
laſſen; umgekehrt folgen aus den Winkeln die Seitenverhältniſſe. 
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Iſt z. B. in Fig. 110, 5 — 1, ſo iſt «= 8 — 450. Iſt 3, 


jo iſt c = 60°, 8 = 30°, denn es handelt ſich um ein halbes gleich— 
ſeitiges Dreieck, u. ſ. w. 


Fig. 110. Solcher Seitenverhältniſſe find? 6 möglich, 
Pe R 6 
77 DE ; und ihre Umkehrungen > Nur 


mit den drei erſtgenannten braucht man ſich zu 

beſchäftigen, die Einrichtung der Logarithmentafeln 

macht es aber zweckmäßig, auch x heranzuziehen. 

Die vier bezeichneten Seitenverhältniſſe hat man 

mit dem Winkel « folgendermaßen in Beziehung 
geſetzt: 

Man bezeichnet = als den Sinus des Winkels a, 


2 als den Coſinus desſelben, 5 als die Tangente desſelben, 4 


als ſeine Eotangente. *) 
Man ſchreibt abgekürzt: 


: a b a b 
sin & , cos c = , tan = , cot 
er u br 4 

In Worten: Im rechtwinkligen Dreiecke iſt 

der Sinus eines Winkels das Verhältnis der Gegenkathete zur 
Hypotenuſe, 

der Coſinus eines Winkels das Verhältnis der anliegenden 
Kathete zur Hypotenuſe, 

die Tangente eines Winkels das Verhältnis der Gegenkathete 
zur anliegenden Kathete, 

die Cotangente eines Winkels das Verhältnis der anliegenden 
Kathete zur Gegenkathete. 

Weil dieſe vier Verhältniſſe von der Größe der Winkel abhängig 
ſind, bezeichnet man ſie als Funktionen der Dreieckswinkel oder 
als die trigonometriſchen oder goniometriſchen Funktionen. 


) Das Wort Sinus hat nichts mit dem lateiniſchen Worte sinus = Buſen 
gemein. Die Bezeichnung ſcheint aus dem Arabiſchen zu ſtammen und iſt 
unaufgeklärt geblieben. Die übrigen Worte werden ſpäter gelegentlich er— 


läutert. Die Verhältniſſe 5 — Sekante von , und 4 — Coſekante von c 
ſind für die Schulzwecke überflüſſig. 
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3) Beiſpiele. Für a = iſt N = 45“, und dabei iſt 
0 A d ＋ = 2a, alſo = 42 = 2, alſo: 
sin 45° — = — V! = —=V05 = cos 450; 


tan 45 1, cot 45˙ 1. 
a a 2 


2 


. 5 Dreiecke mit Seite a iſt die Höhe 1 Vas — 4 
= Va — 2 75. Demnach iſt in dem durch dieſe Höhe ab— 
9 7 rechtwinkligen Dreiecke: 


[77 2 
i 8 8 — 
ein 600 - . ⏑ t = V = Vo = cos 300; 
had 
eos 600 — — 4 = sin 30), 
tan 600 VE 006 5003 
a a 
2 2 
2 
r 0 
cot 60 — . % tan 30". 
2 73 


Fällt man ferner bei einem konſtruierbaren Centriwinkel vom 
Centrum das Lot auf die Sehne, ſo entſtehen rechtwinklige Dreiecke, 
deren Winkelfunktionen man berechnen kann. Sit z. B. r der Radius 


des Kreiſes, ſo iſt die Seite des regelmäßigen Zehnecks 20% — 1), 
die halbe Seite alſo 10⁰55 — 1), folglich: 


40 
N 405 — 1) 15 ‘ 5 
. ̃˙ bd r Me Ai LA Se ſ. w. Nach Art von 


Abſchnitt 148 der Geometrie kann man ſtets rechnend zu den halben 
Winkeln übergehen. 

So erkennt man die Möglichkeit von Tabellen für die Funktionen 
der Winkel von 0“ bis 90° und von Tabellen der Logarithmen der trigo— 
nometriſchen Funktionen. Das Aufſchlagen der Funktionen (bezw. ihrer 
Logarithmen) zu gegebenen Winkeln iſt zu üben, ebenſo das Aufſchlagen 
der Winkel zu gegebenen Funktionswerten bezw. ihren Logarithmen. 
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4) Aufgabe a) Ein rechtwinkliges Dreieck habe die Hypotenuſe 
( = 12 und die Kathete a = 7. Wie groß ſind feine Winkel? 
Auflöſung. sin a 1, 
lg 7 = 0,84510 
lg 12 = 1,07918 
Ig sin a Ig 7 — 1g 12 — 9,76592 — 10% 
folglich X = 35° 41’ 10” 
6 = 54° 18° 50” 
Aufgabe b) Ein rechtwinkliges Dreieck habe die Katheten a 15 
und ) = 8. Wie groß find die Winkel? 
15 


Auflöſung. tan a = , Ig tan c = 1g 15 — 1g 8. 


lg 15 1,17609 
lg 8 = 0,90309 
lgtan« = Ig 15 — 1g 8 — 0,27300, folglich LKa=6155’40” 
x B = 28° 4, 20”. 
Aufgabe c) Ein rechtwinkliges Dreieck habe die Hypotenuſe 13 und 
den Winkel & = 35° 20° 10“. Wie groß find die Seiten a und 5 
und der Inhalt F? 
Auflöſung. „ sine, folglich a — e- sin a, cos alſo 


5c cos à (auch h Ve d = V ae — d) kann angewandt 
werden). F=%. Alſo 


alſo 1g sin & = Ig 1 1g 7 — lg 12. 


lga=1gc+lgsin«e, Igo lgeIgcosd, \gF=1lga+1lgb—1g2. 


lg ce = 1,11394 lg c = 1,11394 
lg sin c = 9,76221 — 10 1g cos c = 9,91157 — 10 
lg a = 0,87615 lg b = 1,02551 
a = 7,5188 b = 10,605 


lg a = 0,87615 

lg b — 1,02551 

Ig a ＋ Ig b = 1,90166 

16 2 — 0,30103 

lg F = 1,60063 

F = 39,869 

Aufgabe d) In einer Stadt, die unter 51° 30° nördlicher Breite 
liegt, ſucht jemand bei Nacht eine Stellung auf, bei der ihm die 


*) In den Tabellen iſt ſtatt ... — 1 ſtets geſetzt 9, .. . . — 10, ſtatt 
0, . . . . — 2 ſtets 8, ... — 10, ſtatt 0, ... — 3 ſtets 7, ... — 10 u. ſ. w. 
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Spitze eines Domturms genau den Polarſtern verdeckt. Wie hoch 
iſt die Spitze über dem Auge des Beobachters, wenn ſeine Entfernung 
von der Mitte des Turmes 120 m beträgt? 


Auflöſung. Unter der genannten Breite ſteht der Polarſtern 
51° 30° über dem Horizonte. Es iſt alfo 15 — tan 51° 30“, d. h. 
h = 120 tan 51° 30“ 
lg h = 2,07918 
Ig tan c = 0,09939 


lg h = 2,17857 
h = 150,86 m. 


Aufgabe e) Wie viele Meilen (bezw. Kilometer) beträgt der 
Umfang des 50. Parallelkreiſes der Erdkugel, wenn der Radius der 
Erde zu 860 Meilen angenommen wird? 

Auflöſung. Zieht man von einem Punkte des Parallelkreiſes 
aus einen Erdradius r und ein Lot o nach der Erdachſe, jo entſteht 
ein rechtwinkliges Dreieck mit dem Winkel (90° — 50°) bei dem Erd— 
centrum. Alſo wird o sin 40% cos 50“. Der geſuchte Umfang 
iſt u=2onr—=2rncos50°. Alſo lgu—=lg2-+1gr-+1lgm ＋ Ig cos 50% 

lg 2 — 0,30103 

Ig = 2,93450 

lg x = 0,49715 
Ig cos 50° — 9,80807 — 10 
5,5408 


u—= 3473,4 Meilen. 


5) Zwiſchen den Funktionen beftehen einfache Beziehungen, die 
ſogenannten goniometriſchen (der Winkelmeſſung entſpringenden) 
Beziehungen. 

Bildet man die Funktionen der ſpitzen Winkel a und 8 = 90° — « 
eines rechtwinkligen Dreiecks, ſo ergiebt ſich Folgendes: 


1) sin (90° — g) = cos , tan (90° — g) cot a, 


in Worten: Der Coſinus eines Winkels iſt gleich dem Sinus feines 
Complementwinkels; die Cotangente eines Winkels iſt gleich der Tangente 
ſeines Complementwinkels. Zuſammengefaßt: Die Cofunktionen eines 
Winkels ſind gleich den Funktionen des Complementwinkels. (Coſinus 
heißt alſo des Complementes Sinus, ſo daß es ſich um eine abgekürzte 
Schreibweiſe handelt.) 

Deshalb haben die Logarithmentafeln nur die Winkel von 0° 
bis 45° nötig. — 

Holzmüller, Mathematik. I. 12 
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6) Ferner iſt 


sin cos 
2) tan nr cot = — =, 
Os & Sin q 
4 
sin & 0 a 
denn a ame 
[4 
b 
cos & € b 
3 — , cot a, 
sin a a 0 
C 
woraus noch folgt 
1 
3) EIN lang: 


(Folglich iſt Igcot«—=1g1—Igtane—=0 — lgtane—= — Ig tan q, 
was in den Tafeln zu vergleichen iſt. So iſt z. B. Ig tan 180 
— 9,51178 — 10 = — 0,48822 — 1g cot 18“. Die Tabelle der 
Cotangenten ift aljo leicht aus der der Tangenten abzuleiten, welche 
ihrerſeits aus Ig tan a = Ig sin d — Ig cos d hervorgeht.) 


7) Eine weitere Formel iſt: 


4) sin? & + cose G = 1. 
2 8 b 
Beweis. sin c = =; sin g 
1 8 x a? 5² a? ＋ b? 02 
folglich sin a ＋ sing = TA H nt: 


Folgerungen daraus ſind 
5) cosa D yı — sin? , sin c yı — cos? a 


(Aus cos a = 1 -— sin?« ergiebt ſich, wie man aus der 
logarithmiſchen Sinus⸗Tabelle die der Coſinus berechnen kann. Man 
kennt hiernach und nach Obigem ſämtliche Funktionen aller Winkel 
zwiſchen 0° und 90°, wenn man nur die Sinus von 0% bis 45° 
kennt.) 


8) Iſt im rechtwinkligen Dreiecke die Kathete a von der Länge 
Null, jo iſt auch N = 0, und es ergiebt ſich sin 0° — 5 O, 


und, da b und c aufeinander fallen, oos Oo — il — 5 1, tanOꝰ 5 =(, 


cot 0’ — : — 09 (unendlich groß). Für den Complementwinkel 90° 
folgt: sin 90 1, cos 90 = 0, tan 90 = oo, cot 90 0. 
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9) In Fig. 111 ſei der Radius M5 = 1, dann iſt 
sin « - 1, - — A. Deshalb heißt AB die Sinuslinie 
für den Winkel a. (Die Maßzahl 
ihrer Länge ſtimmt überein mit dem 
Zahlenwerte des Sinus.) Ebenſo iſt 


4 
rf, und MA 


heißt die Coſinuslinie. Dieſe iſt 
alſo die Projektion des Schenkels 
MB=1 af den Schenkel MC. 

’ AB CD CD 
Ferner iſt tan a = I= yo Ti 
— CD, daher heißt OD die Tangentenlinie. (Eigentlich ſtammt 
umgekehrt der Name der Funktion tan g daher, daß OD eine Kreis⸗ 


tangente iſt.) Endlich iſt noch cot c = Fe ID FE; 


FE heißt die Cotangentenlinie, und iſt zugleich die Tangentenlinie 
für den Complementwinkel. 


Fig. 111. 


10) An der Figur erkennt man Folgendes: 

Wächſt der Winkel von 0% bis 90%, fo wächſt der Sinus von 
0 bis 1 und die Tangente von 0 bis o, dagegen nimmt der Coſinus 
ab von 1 bis 0, die Cotangente nimmt ab von oo bis 0. 

[Weil hier die Funktionen Sinus und Tangente mit dem Winkel 
wachſen, werden beim Aufſchlagen ihrer Logarithmen die ſogenannten 
logarithmiſchen Differenzen addiert, dagegen ſubtrahiert, ſobald es ſich 
um Cofunktionen handelt, denn die letzteren nehmen ab, wenn der 
Winkel wächſt.] 


II. Berechnung rechtwinkliger und gleichſchenkliger Dreiecke 
und regelmüßiger Vielecke. 
11) Aufgabe a) Ein rechtwinkliges Dreieck zu berechnen aus 
a und c. 
Auflöſung. sin a = 75 6 = 90 , b= ceos« (oder 


Ve e N a) (e - a)), F 2 Entſprechend iſt die 
Berechnung des Dreieckes aus 5 und c. 


Aufgabe b) Ein rechtwinkliges Dreieck zu berechnen aus a und b. 
12* 
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Auflöſung. tan a = 6 = 90 , c—= 


Ve fu), r—®. 

Aufgabe c) Ein rechtwinkliges Dreieck aus a und e zu be⸗ 
rechnen. 

Auflöſung. 6 = 90% — c, c= 
—— 2 . 

(Ebenſo geſchieht die Berechnung aus a und 8, aus b und a, 

aus b und P.) 

Aufgabe d) Ein rechtwinkliges Dreieck aus c und « zu berechnen. 


Auflöſung. a = sina, b cosa, 6 = 90 — c, 8 


2 
(Ebenſo A aus c und 5.) 


(oder 


sin - 


a [73 


sin c r 


12) Verſuche Aufgaben wie folgende zu löſen: Ein rechtwinkliges 
Dreieck zu berechnen aus a und „, oder « und », aus F und a, 
F und a, F und c, F und o; aus Umfang „ und a, aus „ und 9; 
aus „ und «, wo A die Höhe auf der Hypotenuſe iſt, aus „ und 7, 
r und h, a und o, e und o, c und 9, c und 9, e und 93. Stelle 
ſelbſt noch andere Aufgaben auf. 


13) Das gleichſchenklige Dreieck beſteht aus zwei kongruenten 
rechtwinkligen Dreiecken, bietet alſo nichts Neues. 
Aufgabe. a) Gegeben Baſis a und Seite b. 


Fig. 112. ji 5 
Auflöſung. sin 2 = 2 
** 8 u uud u 
ß = 180 2 b cos 2, 1 
Aufgabe. b) Gegeben a und A. 
" } 
Auflöſung. 755 = = — tan g, 
6 
B, & * 2 0 PER, h m. ah 
Be er AR nd Ti 
Aufgabe c) Gegeben ) und Na. 
Auflöſung. b sin 2, „ beos 3, 6 900 — 2 


Verſuche, wie bei dem rechtwinkligen Dreiecke, Aufgaben auf: 
zuſtellen, bei denen nicht nur Seiten oder Winkel oder 7, jondern 
auch andere Stücke, wie 7½, F, u, o, 9, %, r u. ſ. w. ge⸗ 
geben ſind. 
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14) Das regelmäßige Vieleck. Str und u ‚Seitenzahl n 


gegeben, jo iſt der Centriwinkel für jede Seite « = ==; der Winkel 
an der Baſis jedes Einzeldreiecks iſt = 900 — 5 2 oder 1 = 90⁰.— Sr 


Aus r und 7 oder 8 läßt ſich die Baſis, die Höhe, die Fläche des Einzel- 


dreiecks berechnen, ſo daß auch Alles am Vieleck berechnet werden kann. 

Führe dies durch am 5-Eck, 10-Eck, 15-Eck, am 8-Eck und 
16⸗Eck u. ſ. w. Neben kann ſtatt r auch gegeben fein 9, a, u, F u. ſ. w. 
Auch die übrig bleibenden Segmente des Um⸗Kreiſes laſſen ſich berechnen. 


III. Die Funktionen des ſtumpfen Winkels und das 
allgemeine Dreieck.“) 


15) In Fig. 113 ſei @ ein ſtumpfer Winkel. Fällt man ebenſo, 
wie in Fig. 111 von B aus auf den Schenkel M 5 ein Lot, und iſt 
MB=1, fo nennt man naturgemäß D 
die Projektion MA von MB wie zu wi A 
vorher die Coſinuslinie. Da dieſe 8 
aber auf die Rückverlängerung des Phil 
wiederum poſitiv aufzufaſſenden N 
Schenkels MC fällt, ſo muß man 
MA als negativ auffaſſen. Aus 
sin a = 1 — cos?« würde, wenn 
man das Fortbeſtehen dieſer Formel 
verlangt, AB als Sinuslinie folgen, 
denn es it 45 = 1 MA, 
wobei MA auch negativ ſein kann. Da 
aber jetzt die Sinuslinie dieſelbe Rich⸗ 
tung wie vorher hat, ſo iſt ſie wiederum 
als poſitiv aufzufaſſen. — Ver⸗ 
gleicht man die Coſinus- und die 
Sinuslinie des ſtumpfen Winkels 
mit der ſeines Complementwinkels 
6 = 900 — a, fo erkennt man, 


5 Auf dem Gymnaſium kann dieſes Kapitel nach IIa verſchoben werden, 
obwohl der Abſchluß und die ſtereometriſchen Berechnungen die Durchnahme 
auf Ib ſehr wünſchenswert erſcheinen laſſen. 
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daß die entſprechenden Linien für beide Winkel abſolut genommen 
einander gleich ſind, und zwar iſt 


1) sin c sin (180 — ), cos c = cos (180 — «). 
Folglich muß ſein: 
sin «& sin(180° — «) co8& — cos (180% — c) 
wirt 800 80 . e in e 0 
d. h. 2) tan c = — tan (180 — g), cot c = cot (180 — q). 


Letzteres erkennt man auch an der Figur, denn erſtens ſchneidet die 
Tangente in C den rückwärtsverlängerten Schenkel MB in P, fo daß 
die Tangentenlinie OD jetzt nach unten gerichtet, d. h. negativ iſt, 
ferner ft CY = — C.. Ebenſo iſt die nach links gehende, in F 
berührende Cotangentenlinie FE jetzt negativ und gleich FE. Man 
hat alſo den Satz: 

Die Funktionen von Supplementwinkeln ſind abſolut 
genommen einander gleich, und es unterſcheiden ſich nur 
Coſinus, Tangente und Cotangente ſolcher Winkel durch das 
Vorzeichen. (Deshalb ſind Tafeln für die ſtumpfen Winkel überflüſſig.) 

Bei dem Aufſchlagen des Winkels für einen gegebenen Sinus 
giebt es alſo ſtets zwei Winkel, den betreffenden ſpitzen und ſeinen 
ſtumpfen Supplementwinkel. Das Aufſchlagen des Winkels für die 
übrigen Funktionen giebt aber bei pofitiven Winkeln zwiſchen 0e und 
180° nur einen einzigen Wert. 

Durch dieſe Ausdehnung des Begriffs der trigonometriſchen 
Funktionen auf ſtumpfe Winkel wird der Beweis einiger Sätze für 
das allgemeine Dreieck ermöglicht, aus denen leichte Berechnungsarten 
für dasſelbe folgen. 


16) Der Sinusſatz. In jedem Dreieck verhalten ſich die 
Seiten wie die Sinus der gegenüberliegenden Winkel. 


Fig. 114 a. 
Fig. 114 b. 


Beweis. In Fig. 114 iſt ein , sin g , 
f ee 
folglich sin u: sin g = : „ b a = 45 
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Allgemein alſo 
3) a:b:c= csin q: sin g: sin 5. 


[Beim ſtumpfwinkligen Dreieck in Fig. 114b ift 


sin & = sin (180° — a) = ae, 
ſonſt Alles, wie vorher.] 


17) Der Coſinusſatz. Das Quadrat einer Dreiecksſeite 
iſt gleich der Summe der Quadrate der beiden andern 
Seiten, vermindert um das doppelte Produkt aus dieſen 
beiden Seiten und dem Coſinus des eingeſchloſſenen Winkels. 

Beweis. In der Geo⸗ . ie 
metrie iſt in Abſchnitt 140 und 0 
141 gezeigt worden, daß in 
jedem Dreiecke 


0 d ＋ b ＋ 2bp 


iſt, jenachdem der Seite c ein 
ſpitzer oder ſtumpfer Winkel 
gegenüberliegt. 

Im Falle des ſpitzen 
Winkels (Fig. 115 a) iſt nun die Projektion ya cos, dies eingeſetzt giebt 


ce = a’ ＋ b? — 2ab cos 5. 


Im Falle des ſtumpfen Winkels (Fig. 115b) ift die Projektion 
pp a cos (180° — ) 
= — 4 cos , was, oben 
eingeſetzt, ebenfalls 2 = 
a? + 52 — 2ab cos y giebt. 

Während alſo die Geo⸗ 
metrie zwei Sätze zu unter⸗ 
ſcheiden hat, kennt die Trigo- 
nometrie nur den einen Satz 4 


4) @=a?-+b?— 2b cosy. 


Der Unterſchied liegt jetzt in dem Ausdrucke cos 7, der poſitiv für 
ſpitze und negativ für ſtumpfe Winkel iſt. 


18) Der Inhaltsſatz. Der Inhalt eines Dreiecks iſt gleich 
dem halben Produkte aus zwei Seiten und dem Sinus des 
eingeſchloſſenen Winkels. 


Fig. 115 b. 


2 
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Beweis. In Fig. 114a und 114b it T = , alſo, da 


h, = b sin d iſt, F be sin d. 
Allgemein: 


1 ; 1 5 1 
F 2 ab sin y = „besine = 2 sin f. 


19) Aufgabe. Ein Dreieck zu berechnen aus zwei Seiten und 
dem eingeſchloſſenen Winkel. (Dem 1. Kongruenzſatze entſprechend.) 
Auflöſung. Sind a, 5 und y gegeben, jo giebt der Coſinusſatz 


= a ＋ 5 — 60 7. Aus dem Sinusſatze folgt sin « — — 
und sin 8 = . Man wählt zum Rechnen das erſte oder das 
zweite, je nachdem a oder b das kleinere iſt, denn dann hat man 


keinen Zweifel über ſpitz oder ſtumpf. Der dritte Winkel folgt aus 
der Winkelſumme 1800. Inhalt F= ab sin 9. 


20) Aufgabe. Ein Dreieck zu berechnen aus einer Seite und 
zwei Winkeln. (Entſpricht dem 2. Kongruenzſatze.) 
Auflöſung. Sind B und y gegeben, jo folgt «—= N (8 ＋ 5). 
Aus dem Sinusſatze folgt b = a und c ie „„ Fi > ab sin y. 
21) Aufgabe. Ein Dreieck aus den drei Seiten zu berechnen. 
(Dem dritten Kongruenzſatze entſprechend.) 
a? + b? — c s 


Erſte Löſung. Aus dem Coſinusſatze folgt cosy 45 


(„ iſt ſpitz, wenn der Zähler poſitiv, ſtumpf, wenn der Zähler negativ 
iſt.) Man fahre wie bei 19) mit dem Sinusſatze fort. 
Zweite Löſung. Nach Geometrie Abſchnitt 193 iſt 


Sa = Te b = er k f. 
p U 


Es a+b+ec 
der dorti TAW 
aus der dortigen Zeichnung ergiebt ſich tan 8 on 1 re 
an Ei a AR (tan = ° 2% fann zur 


2 Ps a—b-+ c 2 53 1 0 


Probe mit der Winkelſumme benutzt werden.) F=op=o- . 


2 
Dritte Löſung. Aus Geometrie N. 194 folgt V= Vp pi 52 Jg, 


ferner iſt, = F, folglich h, = =, wobei a als größte Seite an⸗ 
genommen werden mag. Aus den rechtwinkligen Dreiecken folgt dann 
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sin = = und sinß= a i liegt innerhalb des Dreiecks, weil 
a die größte Seite war.) 


22) Aufgabe. Ein Dreieck zu berechnen aus zwei Seiten und 
dem der größeren gegenüberliegenden Winkel. (Dem 4. Kongruenz— 
ſatze entſprechend.) 

Auflöſung. Gegeben a, 5, « und a>b, dann giebt der 


Sinusſatz den ſpitzen Winkel 8 aus sin — 5 = nn y=180°— («a +Bß), 
asin 1 N 
=== ns ab sin . 


23) Aufgabe. Ein Dreieck zu berechnen aus zwei Seiten und 
dem der kleineren gegenüberliegenden Winkel. (Dem 5. Kongruenz- 
ſatze entſprechend.) 

Auflöſung. Gegeben a, d, « und a b. Man hat zwei 
Löſungen zu berechnen, die eine mit dem ſpitzen Winkel aus 
V sin 


sin 68 „die andere mit dem ſtumpfen Supplementwinkel 


desſelben. y, ce und F bezw. y,, e und F, werden wie vorher 
gefunden. 


24) Aufgabe. Welche Beziehung beſteht zwiſchen der Seite a, 
dem gegenüberliegenden N und dem Radius r des Um⸗-Kreiſes? 

Auflöſung. Sit ABC das Dreieck mit a, und „, jo ziehe 
man von B aus den Durchmeſſer BA, des Um⸗Kreiſes und verbinde 
Ai mit C, dann it & 5A = c = (Peripheriewinkel), und 


A BCA, iſt ein rechtwinkliges Dreieck. In dieſem iſt sin a = 4, 
folglich iſt in dem urſprünglichen Dreiecke ebenfalls sin = 27 


Ebenſo iſt sin = 25 sin 7 27 . 


Bemerkung. Sämtliche Aufgaben, die man als Dreieckskon— 
ſtruktionen mit Zirkel und Lineal durchführen kann, laſſen ſich auch 
als trigonometriſche Rechnungsaufgaben ausführen, wobei jedesmal 
drei von einander unabhängige Stücke gegeben ſein müſſen. Iſt 
z. B. a under gegeben, jo kann à nicht gegeben werden, ſondern man 
hat es aus sin a — 35 zu berechnen; ein drittes Stück, z. B. h, muß 


noch als gegebene Größe herangezogen werden. 
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25) Ein Berggipfel C erſcheine von einem Punkte A der Meeres⸗ 
fläche aus unter dem Elevationswinkel (Erhöhungswinkel) d. Um die 
Höhe und Lage des Berges zu beſtimmen, ſegelt man um eine meß— 
bare Entfernung e in der Richtung auf den Gipfel vorwärts, worauf 
er von B aus unter dem größeren Elevationswinkel 68 erſcheint. Wie 
hoch iſt der Berg und in welcher Entfernung von 4 iſt ſein Gipfel 
auf der Landkarte feſtzulegen? 

Auflöſung. Berechne Seite 40 im Dreieck ABO, ſodann die 
Seiten C10 und AC, im rechtwinkligen Dreiecke 001.4, wo Ci der 
Projektionspunkt von C iſt. (Die Krümmung der Erde ſoll vernach⸗ 
läſſigt werden.) 


26) Ein Berg auf einer Inſel ſei 3000 m hoch Wie weit 
kann man von ihm aus über den Ocean ſehen, wenn der Radius des 
Erdkörpers zu 859 Meilen (859 - 7500 m) angenommen wird, und 
wie groß iſt der Winkel zwiſchen der berechneten Tangente und der 
Horizontalen? (Depreſſionswinkel.) 

Auflöſung. Nach Satz 174 der Geometrie iſt ?=h(h-+2r), 
wo t die zu berechnende Tangente an den Erdkörper, „ die Höhe des 
Berges und r der in demſelben Maße gemeſſene Erdradius iſt. Nach 
Berechnung der Tangente t iſt ihr Berührungspunkt auf den ſenk— 
rechten Radius zu projizieren und der geforderte Winkel zu berechnen. 


27) Feldmeſſer haben eine horizontale Standlinie AB diesſeits 
eines Stromes gemeſſen und wollen die Entfernungen 40 und 50 
nach einer Marke jenſeits derſelben beſtimmen. Wie groß ſind die— 
ſelben, wenn ſich beim Viſieren die Winkel CA 5B = d und CBA 8 
ergeben? Darauf ſoll die Höhe der Marke, z. B. eines Berggipfels, 
beſtimmt werden, wenn a, der zu A gehörige Elevationswinkel iſt. 
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Stereometrie. 


Lehraufgabe der Secunda b. 
(Prima der Realſchulen.) 
(Erſter Jahrgang.) 


Vorbemerkung. 


1) Aus der Lehraufgabe der Quarta und aus dem Zeichen— 
unterrichte werden folgende Begriffe als hinreichend bekannt voraus— 
geſetzt: Körper, ebene und krumme Fläche, Abſtand eines Punktes von 
einer Ebene oder das von ihm aus auf die letztere gefällte Lot, parallele 
Ebenen und ihr gegenſeitiger Abſtand, die Gerade als Durchſchnitt 
zweier Ebenen, Ebenen, die ſich rechtwinklig oder ſchiefwinklig ſchneiden. 
Schnittwinkel der letzteren, Gerade, die zu einer Ebene parallel ſind, 
oder ſie unter beliebigem Winkel ſchneiden, parallele Gerade im Raume, 
ſich kreuzende Gerade. Der Würfel mit ſeinen Haupteigenſchaften. 
Die Kugel mit ihren Hauptſchnitten (größten Kreiſen) und Parallel- 
kreiſen, Richtung ihrer Radien. 


J. Übungen am Würfel und an den aus ihm abgeleiteten 
Körpern. 

2) Das Zeichnen des Würfels. Die Kunſt, dreidimenſionale 

Körper und ſonſtige Raumgebilde in der nur zweidimenſionalen Ebene 


durch eine korrekte Zeichnung wiederzugeben, heißt die darſtellende 
Geometrie. Jede beſondere Art der Darſtellung eines Körpers in 
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der Ebene bezeichnet man als eine Projektion des Körpers. Die 
Berechtigung dieſes Namens wird ſich aus den folgenden Erläuterungen 
über die Darſtellung des Würfels durch entſprechende Zeichnungen ergeben. 

Man denke ſich das Drahtmodell des Würfels auf einem hori— 
zontalen Reißbrette ſtehend und die Sonne ſo darauf ſcheinend, daß 
der Schatten des Modells auf das Reißbrett geworfen (projiziert) 
wird. Bei ſchrägem Einfall der Sonnenſtrahlen, die man wegen der 
ſehr großen Entfernung der Sonne als parallel betrachten darf, nennt 
man das entſtehende Schattengebilde eine ſchräge Parallelprojektion 
des Würfels. (Vergl. Fig. 116.) 

Dabei decken ſich die unendlich dünn zu denkenden Drähte der 
Grundfläche mit ihren eigenen Schattenlinien, die alſo ein Quadrat 
bilden. Die ſenkrechten Würfelkanten 
aber werfen parallele Schattenlinien, 
denn ſteht z. B. die Sonne im Süd— 
oſten, ſo gehen dieſe Schattenlinien 
ſämtlich nach Nordweſten. Außerdem 
ſind ſie gleich lang. Steht nämlich die 
Sonne z. B. 50° über dem Horizonte, 
und iſt % die Länge der Würfelkante, 
ſo iſt die Schattenlänge der ſenkrechten 
Kanten b = „ cot 500. Allgemeiner iſt 
b cot a, ſobald die Sonne a über 
dem Horizonte ſteht. Die Drähte der oberen Würfelfläche endlich 
geben Schattenlinien, welche die Endpunkte der eben beſprochenen ver— 
binden, ſo daß ſie ein Quadrat bilden, welches dem zuerſt beſprochenen 
kongruent und gegen dasſelbe um die Strecke b verſchoben iſt. 

In Fig. 116 bedeutet bei dieſer Auffaſſung 4, B. C. D. die 
Grundfläche, 450 die obere Fläche, 44, BI B, Ci C und D. 
ſind die Schatten der ſenkrechten Kanten. 

[Aufgabe. Verſuche Fig. 116 jo zu deuten, daß das Würfel— 
modell mit der Fläche 4. 5. C Di an die ſenkrechte Wandtafel gehalten 
und das Schattengebilde durch die Sonne auf dieſe geworfen wird. 
Welches iſt dann die horizontale Grundfläche des Würfels, wo ſind 
die ſenkrechten Seitenkanten, und wie hat man ſich den Stand der 
Sonne zu denken?] 

[Steht die Sonne ſenkrecht über dem Reißbrett, bezw. der Wand: 
tafel, jo fällt ABCD auf 4. B. Ci D, und es wird 44, = 0, BB, —=0 
u. ſ. w. In dem einen Falle entſteht dann die Grundriß -Zeichnung, 
in dem andern die Aufriß-Zeichnung des Würfels, in beiden Fällen 
ein einfaches Quadrat. Im Gegenſatz zur vorigen Projektionsart be: 


Fig. 116. 
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zeichnet man dieſe Zeichnungen als die ſenkrechte Projektion 
(orthogonale oder orthographiſche Projektion) des Würfels. Die 
Zeichnungen der Bau- und Maſchinentechnik werden in der Regel 
durch Grundriß und Aufriß zugleich dargeſtellt. Für die mathematiſchen 
Zwecke der Schule iſt die Schrägprojektion im allgemeinen die ge- 
eignetere, da ſie nur eine Zeichnung erfordert. Nur für die Zeichnung 
der Kugel iſt die ſenkrechte Projektion vorzuziehen, weil ſie in dieſer 
als Kreis, bei der ſchrägen dagegen als Ellipſe erſcheint.] 

Die Richtung und Länge der Linien AA,, BBI, CC und DD, 
in Figur 116 ſind gleichgültig, denn man kann ſich den Stand der 
Sonne am Himmel als ganz beliebig denken. Aus verſchiedenen 


Gründen empfiehlt es ſich jedoch, AA, = 5 AB zu nehmen und den 


ſcheinbaren Winkel BAA, gleich 30“ anzunehmen, der mit Hülfe des 
entſprechenden Winkeldreiecks bequem zu zeichnen iſt. — Man nennt 
eine ſolche Zeichnung auch eine Parallelperſpektive des Würfels, 
da man ſich ſtatt der Strahlen gebenden Sonne das Strahlen 
empfangende Auge denken kann. Befindet ſich nämlich das Auge in 
größerer Entfernung von dem Würfelmodell, und zwar in der Richtung 
nach der Sonne hin, ſo verdecken die Drähte des Modells den von 
der Sonne geworfenen Schatten, ſo daß die Zeichnung den Würfel 
ſo darſtellt, wie er dem Beobachter erſcheint. 

[Macht man den erſten Beleuchtungsverſuch ſtatt mit den Sonnen- 
ſtrahlen mit einem Kerzenlichte, ſo erhalten die Quadrate verſchiedene 
Größe, und die Schatten nt 
der ſenkrechten Drähte Me I 
laufen fo auseinander, e 
als ob ſie von einem 5 
Punkte ausgingen, dem 
äußeren Ahnlichkeits⸗ 
punkte der beiden Qua⸗ 
drate. Fig. 117 ſtellt 
eine ſolche Projektion 
dar, die man als Een: 
tralprojektion (Cen— 
tralperſpektive, Maler⸗ 
perſpektive) des Würfels bezeichnet. Sie ſtellt den Würfel ſo dar, 
wie er dem in endlicher Entfernung befindlichen Auge erſcheint.]“) 


*) Näheres über dieſe ſämtlichen Darſtellungsarten ſiehe in des Ver⸗ 
faſſers „Einführung in das ſtereometriſche Zeichnen“. Leipzig bei 
B. G. Teubner 1886. 
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3) Aufgaben.) a) Der Würfel habe die Kante 7, wie groß iſt 
ſeine Oberfläche, fein Inhalt und, wenn 5 das ſpezifiſche Gewicht iſt, 
ſein Gewicht? (Bei Eiſen z. B. „ = 7,5 zu nehmen.) 

Auflöſung. O0 = 6, I=, Y = p. 

b) Wie groß find *, I und p bei gegebener Oberfläche 0? 


Auflöſung. k = 2 IK m ( ya) p= (%%) », 


wobei auch p' gegeben fein muß. 
e) Wie groß find *, O und p bei gegebenen I? 
1 2 


Auflöſung. 1 = V = I=; O = 6E 615, „ T. p. 
d) Wie lang müſſen die Kanten eines würfelförmigen Hektoliter⸗ 
gefäßes genommen werden? 
Auflöſung. 2° — 100 ebdem, folglich «= 7100 2 
e) Wie lang müſſen die Kanten eines Eiſenwürfels ſein, der 
1000 kg wiegen ſoll? 
7600 „ 


— 

Auflöſung. Aus y =I. 7,5 = 7,5 folgt — 75 — 75 

f) Ein Würfel von der Kantenlänge * habe das Gewicht 5. 
Wie groß iſt das Mete Gewicht der Maſſe? 

Auflöſung. „ = 2 

4) Aufgaben. Wie groß iſt bei dem Würfel in Fig. 116 jede 
Quadrat⸗Diagonale, z B. 41 B, wie groß jede Haupt-Diagonale, 
z. B. B D,, wie groß der rechteckige Diagonalſchnitt A NE wie 
groß der dreieckige Diagonalſchnitt ACD,? 

Auflöſung. Nach Pythagoras iſt Ai B = F ＋ * 2 U, 
alſo A1 B X 2. Nach Pythagoras iſt ferner B Di? = A1 
＋ A4. Di = 2 ＋ * = 3h, alſo BD, A ν s. Fläche 
A, 0 D. Ai B. 4. D. Ve. Fläche 40D. — 4 5 


— ya — 5 75 f 


5) Die Hauptdiagonalſchnitte 4A BCD. und 4 B. Ci D (Fig. 118) 
ſchneiden ſich in der Mittellinie FG des Würfels. Die beiden 
anderen Paare von Schnittflächen geben die Mittellinien H 
und KL. 

Je zwei der Geraden FG, HI und K L beſtimmen eine Ebene, 
die den Würfel in kongruente Teile zerlegt. Dieſe Ebenen heißen 


) In der Klaſſe ſind auch Zahlenbeiſpiele zu üben. 
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die Mittelſchnitte des Würfels. Der Punkt M, der dieſen drei Ebenen 
gemeinſchaftlich iſt, iſt zugleich ſämtlichen Hauptdiagonalſchnitten ge— 
mein, in ihm ſchneiden ſich ſowohl die 
Mittellinien FG, HI, KL, als auch 
die vier Hauptdiagonalen 407, B D,, 
Bi D und 4 C. M heißt der Mittel⸗ 
punkt des Würfels. Er iſt gleichweit von 
allen Ecken, gleichweit von allen Kanten, 
gleichweit von allen Flächen des Würfels 
entfernt. Er iſt alſo der Mittelpunkt 
der einbeſchriebenen Kugel, deren Radius 


9 = = iſt, und zugleich der Mittelpunkt 
der umbeſchriebenen Kugel, deren Radius BD oder r = 2 75 ift. 


In der Kryſtallographie nennt man die drei Mittellinien FG, HI 
und K L das Achſenkreuz des Würfels. 


Fig. 118. 


6) Aufgaben. a) Wie groß find die Kanten *, die Oberfläche O, 
der Inhalt J eines Würfels und der Radius r der umbejchriebenen 
Kugel, wenn der Radius 9 der einbeſchriebenen gegeben iſt? 

b) Wie groß find *, 0, I und o, wenn gegeben iſt? 

c) Einer Kugel mit Radius „ ſei ein Würfel um⸗ und ein 
anderer einbeſchrieben. Wie groß iſt der Unterſchied der Kanten, der 
Oberflächen, der Inhalte beider Würfel? 

d) Wie groß iſt der Radius », wenn irgend eine der genannten 
Differenzen gegeben iſt? 

e) Welche Neigung hat jede Hauptdiagonale des auf horizontaler 
Baſis ſtehenden Würfels? 

Auflöſung. In Fig. 118 iſt bang — FV 
lg 0,5 = 19,698 97 — 20, 1g 0,5 = 9,849 49 — 10, alſo 
6 = 35015 50“. Man nennt dieſen Winkel den Neigungswinkel der 
Hauptdiagonale gegen die Grundfläche. Der Winkel, den eine Gerade 
mit einer Ebene bildet, wird ſtets in derjenigen Ebene gemeſſen, die 
durch die Gerade geht und auf der erſteren ſenkrecht ſteht, alſo in 
der projizierenden Ebene. Es handelt ſich alſo um den Winkel der 
Geraden und ihrer Projektion auf die Ebene. 

Jede Hauptdiagonale des Würfels bildet un jeder der Würfel: 
flächen den Winkel 35° 15’ 50”. 

f) Welchen Winkel bildet jede Hauptdiagonale des Würfels mit 
den von ihr getroffenen Kanten? 
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Auflöſung. Fig. 118 zeigt, daß es ſich um den Complement⸗ 
winkel des vorigen handelt, alſo um 6, = 54“ 44 10“, für den 
tan 6, - 2 iſt. 

Bemerkung. Man könnte auch nach der Neigung fragen, die 
eine Hauptdiagonale gegen Würfelkanten hat, mit denen ſie ſich nicht 
trifft. So find z. B. die Diagonale BD, und die Kante DO ſich 
kreuzende Gerade. Die Neigung der beiden gegeneinander wird durch 
den Winkel gemeſſen, den man erhält, wenn man durch einen Punkt 
der einen dieſer Geraden eine Parallele zur andern legt. So iſt z. B. 
D. Ci | DC, es handelt ſich alſo um den Winkel BD,C, = 54° 44’ 10”. 
Die Neigung der Hauptdiagonalen gegen ſämtliche Würfelkanten iſt 
demnach dieſelbe. 

[g) Man könnte ferner nach der kleinſten Entfernung der ſich 
kreuzenden Geraden DO und BD, von einander fragen. 

Auflöſung. Die Gerade DO iſt parallel zu jeder durch D. C. 
gelegten Ebene, alſo auch parallel zu der durch D. Ci und BD, ge 
legten Ebene BC,D,A,, die unter 45° gegen die Horizontalebene 
geneigt iſt. Von dieſer Ebene hat DC überall die Entfernung 


CI=DH= 1 V Verbindet man M mit dem Halbierungspunkte 
von DC, jo erhält man den kleinſten Abſtand der Geraden DC und 


B D. von einander, d. h. wiederum * V+. Dieſe Verbindungs⸗ 
linie ſteht nämlich auf beiden Geraden ſenkrecht, was bei keiner 
zweiten Verbindungslinie ihrer Punkte ſtattfindet. Jede andere Ver— 
bindungslinie iſt alſo länger. 

In ähnlicher Weiſe beſtimmt man allgemein für zwei ſich 
kreuzende Gerade das gemeinſchaftliche Lot und die kürzeſte Entfernung 
beider von einander.] 

Bemerkung. In der Mineralogie tritt der Würfel auf als 
Kryſtallform für Steinſalz, Flußſpat, Silber, Gold, Bleiglanz, 
Schwefelkies u. ſ. w. 


7) Aufgabe. Den ebenflächigen Körper zu zeichnen und 
zu unterſuchen, der dadurch entſteht, daß man bei einem 
Würfel die Endpunkte des Achſenkreuzes auf alle möglichen 
Arten mit einander verbindet. 

Auflöſung. In Fig. 119 iſt die Zeichnung ausgeführt. Iſt 
a die Länge jeder Halbachſe, jo iſt BO = a + a = 2a}, alſo 
BO = 4/2. Dies iſt die Länge jeder der 12 Kanten des Körpers. 
Die 8 Flächen ſind demnach gleichſeitige Dreiecke. Es handelt ſich 
alſo um das regelmäßige Oktaeder oder Achtflach. Jede Fläche 
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des Oktaeders iſt, wenn man die Oktaederkante mit % bezeichnet, 
2 Le — 

75, die geſamte Oberfläche alſo 0 = 27/3. Der körper⸗ 
liche Inhalt wird erſt ſpäter berechnet. Fig. 110. 

In der Stellung der Figur iſt die 3 — ——— 
Neigung jeder ſchrägen Kante 45“. Jede 
Kante bildet mit den drei mit ihr zu⸗ 
ſammenſtoßenden Kanten zwei Winkel 
von 60° und einen von 900. 

Die Neigung der Fläche ABO 
mißt man mit Hülfe der Mittellinie 
DC und der Geraden DM, da 
beide auf der Schnittkante AB der 


Fläche ABO und der Horizontalebene ABM ſenkrecht ſtehen. 


Dabei iſt tan e = , alfo « = 54 44° 10”, 


DM aV 
2 
Zieht man KM, welches ebenfalls in der Ebene MOD liegt, alſo CD 
in einem Punkte E ſchneidet, wobei & KD nach Obigen (vgl. 6) 
gleich 3515“ 50“ iſt, jo folgt, daß X DEM = 90° iſt. Da nun 
zugleich die Ebene CDM L ABC iſt, fo iſt EM das vom Mittel⸗ 
punkte M auf die Fläche ABO gefällte Lot. 

Aus tan c = 7/2 folgt, daß EN == DE 2 iſt, und da 
ADEM»AMEC, fo folgt, daß CE = EMY2—=DEY2Y2 
—=2DE ift. Demnach iſt E der Mittelpunkt des gleichſeitigen Dreiecks 
ABC. Da De = s — s =, alſo 5 = 
a iſt, ſo folgt E = D = . Dies 
gilt für alle Flächen des Oktaeders. Folglich: Dem regelmäßigen 
Oktaeder läßt ſich eine Kugel einbeſchreiben, deren Radius o = 475 
iſt. Ebenſo läßt ſich ihm eine Kugel vom Radius „= a um: 
beſchreiben. 

Je zwei mit den Kanten aneinander ſtoßende Oktaederflächen 
bilden einen Winkel von der Größe 2c — 109 28’ 20”, je zwei nur 
in einer Ecke zuſammenſtoßende bilden einen Winkel 180° 20 
—= 70° 31 40“. Man achte auf folgende Beziehungen: 

Weil der Würfel 6 Flächen hat, beſitzt das Oktaeder 6 Ecken, 


* 
* 
—— 2 2 


1 
ı 
1 
' 
1 
1 
1 
I} 
1 
1 
1 
— 


7 n „ 8 Eden 7 " [2 n 8 Flächen, 

7 I „ 12 Kanten 5 7 I 5 12 Kanten, 

denn jeder dreikantigen Ecke des Würfels liegt eine dreikantige Fläche 
Holzmüller, Mathematik. I. 13 
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des Oktaeders gegenüber, jeder vierkantigen Ecke des Oktaeders entſpricht 
eine vierkantige Fläche des Würfels. 

Je zwei gegenüberliegende Kanten 
bezw. Flächen des Oktaeders ſind parallel. 
/ Das Flächennetz des Oktaeders iſt 

in Fig. 120 dargeſtellt. Die gleichſeitigen 
Dreiecke ſind dabei ſo angeordnet, daß 

— 7 in jeder Ecke des Körpers vier von ihnen 
zuſammenſtoßen. 

Bemerkung. Das regelmäßige Okta⸗ 
eder iſt die Kryſtallform für Magneteiſen 
und einige andere Eiſenerze, für Rot⸗ 
kupfer, Schwefelkies, Bleiglanz, Silber: 
glanz, Platin, Alaun, Gold u. ſ. w. 


8) Aufgaben. a) Bei einem regel⸗ 
mäßigen Oktaeder ſei eine der Größen a, 
k, O, r, o gegeben. Die andern ſollen 
aus ihr berechnet werden. 

b) Einer Kugel vom Radius r jei ein 
regelmäßiges Oktaeder einbeſchrieben und das entſprechende umbe— 
ſchrieben. Wie groß iſt die Differenz ihrer Halbachſen, ihrer Kanten, 
ihrer Oberflächen? 

c) Eine dieſer Differenzen ſei gegeben, wie groß iſt dann der 
Radius r? 

d) Suche zu beweiſen, daß die Mittelpunkte der Flächen des 
regelmäßigen Oktaeders die Ecken des einbeſchriebenen Würfels ſind, 
zeichne die entſprechende Figur und berechne die neue Würfelkante 
aus der Halbachſe des Oktaeders. 

e) Einem Würfel ſei ein Oktaeder, dieſem ein Würfel ein⸗ 
gezeichnet. Wie verhalten ſich die Kanten der beiden Würfel? 

) Zeichne den ebenflächigen Körper, deſſen Ecken die Halbierungs— 
punkte der Oktaederkanten ſind und beſchreibe und berechne denſelben. 

g) Löſe dieſelbe Aufgabe für die Halbierungspunkte der Kanten 
des Würfels. 


9) Aufgabe. Es ſoll unterſucht werden, ob ſich aus 
den dreiſeitigen Diagonalſchnitten des Würfels ein regel— 
mäßiger Körper herſtellen läßt, und wie derſelbe beſchaffeniſt. 

Auflöſung. In Fig. 121 iſt gezeigt, daß ſich mit Hülfe der 
Quadratdiagonalen ein Körper in den Würfel einzeichnen läßt, der 
von vier gleichſeitigen Dreiecken begrenzt iſt, das regelmäßige 


Fig. 120. 
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Tetraeder oder Vierflach 40D. Die Figur zeigt zugleich, daß 
die Halbierungspunkte der Seitenkanten dieſes Körpers ein regel— 
mäßiges Oktaeder bilden, und zwar ſo, 
daß vier Oktaederflächen in den Tetraeder- 
flächen liegen, wie z. B. X. XZ in 40D, 
während die andern vier von dem Tetra⸗ 
eder kleinere Tetraeder abſchneiden. 

Die Tetraederflächen haben demnach, 
wie die Oktaederflächen, in der gezeich- 
neten Stellung ſämtlich die Neigung 54° 
44 10” gegen die Horizontalebene, bilden 
alſo, wie an der Kante C gezeigt werden 
kann, miteinander Winkel von der Größe 180° — 2 (54° 44’ 10”) 
= 70° 31, 40“. Die einbeſchriebene Kugel des Tetraeders iſt iden- 


tiſch mit der des Oktaeders, alſo vom Radius e = wenn 
a die Länge der Halbachſe MX ift. Die umbeſchriebene Kugel da— 
gegen hat den Radius r— MD = 4/3, ſtimmt alſo mit der des 
Würfels überein. Da die Hauptdiagonalen des Würfels ſich in einem 
Punkte M ſchneiden, und da jede von ihnen eine der Tetraederflächen 
ſenkrecht durchſchneidet, ſo treffen ſich die vier Höhen des Tetraeders 
in einem Punkte M, und von jeder iſt durch dieſen der vierte Teil 
abgeſchnitten, weil r = 30 iſt. Jede Tetraederfläche wird von den 
Kanten der übrigen Flächen unter Winkeln von der Größe 54 44’ 10” 
geſchnitten. 

Iſt 1, die Tetraederkante, k die Würfelkante, a die Halbachſe, 
ſo iſt 11? = 2% 8 d, alſo 1 24/2, folglich jede Tetraeder⸗ 

2 mr = 

fläche 4 75 — 2a?V3 und die gefamte Oberfläche des Körpers 


0 = 84²%3, d. h. doppelt fo groß, als die Oktaeder-Oberfläche, was 
ſich auch ohne Rechnung zeigen läßt. Der 
körperliche Inhalt ſoll erſt ſpäter berechnet 
werden. 

Fig. 122 ſtellt das Flächennetz des 
Tetraeders dar. . 

Die Zahl der Ecken des Körpers iſt 
4, die der Kanten 6. Die Mittelpunkte 
der Flächen des regelmäßigen Tetraeders 
bilden wiederum ein regelmäßiges Tetra— 
eder. Je zwei Gegenkanten des Tetraeders 
kreuzen einander ſenkrecht. Legt man durch jede Kante eine Ebene 

13 * 


Fig. 121. 


N 


A 


Fig. 122. 
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parallel zur Gegenkante, ſo erhält man den umbeſchriebenen Würfel 
(Fig. 121). 

Denkt man ſich das Tetraeder auf eine ſeiner Flächen geſtellt, 
ſo hat man die regelmäßige dreiſeitige Pyramide. (Unter 
Pyramide verſteht man einen ebenflächigen Körper, der dadurch entſteht, 
daß man die Ecken eines Vielecks mit einem außerhalb jeine Ebene 
liegenden Punkte verbindet.) 

Nach Fig. 121 kann man ſich das Tetraeder auch folgender— 
maßen entſtanden denken. Man bezeichne am Modell des regel— 
mäßigen Oktaeders die Flächen abwechſelnd mit + und —, denke 
ſich die mit — bezeichneten weg und die mit T bezeichneten jo weit 
erweitert, daß wiederum ein geſchloſſener Körper entſteht, nämlich das 
dem Oktaeder umbeſchriebene Tetraeder. Deshalb nennt man in der 
Kryſtallographie das regelmäßige Tetraeder auch den Halbflächner 
oder die Hemiedrie des Oktaeders. 

In der Mineralogie erſcheint es 
mehrfach als Kryſtallform, z. B. beim 
Fahlerz, bei der Zinkblende u. ſ. w. 

Aufgabe. Die beiden Tetraeder, 
die ſich dem Würfel einzeichnen 
laſſen, in ihrer gegenſeitigen 
Durchdringung darzuſtellen. 

Auflöſung. In Fig. 123 iſt die 
Aufgabe gelöſt, wobei zunächſt alle Qua⸗ 
dratdiagonalen des Würfels gezogen ſind. 
Von je zwei ſich ſchneidenden Dreiecken, 
wie z. B. ABC und DEF find dabei je zwei Schnittpunkte, z. B. 
X und J, zu ſuchen und durch eine Schnittlinie zu verbinden.“) 


10) Aufgaben. a) Bei einem regelmäßigen Tetraeder ſei eine 
der Größen a, *, O, r, g oder h (Höhe des Tetraeders = r o) 
gegeben. Die übrigen ſollen daraus beſtimmt werden. 

b) Einer Kugel vom Radius r fei ein regelmäßiges Tetraeder 
um⸗, ein anderes einbeſchrieben. Wie groß iſt die Differenz ihrer 
Kanten, ihrer Halbachſen, ihrer Oberflächen? 

e) Einem regelmäßigen Tetraeder von der Kante k, ſei ein 
anderes einbeſchrieben, deſſen Ecken mit den Flächen-Mittelpunkten 


*) Es empfiehlt ſich, die ſichtbaren Flächenteile jedes Tetraeders mit 
leichten Farbentönen ſo anzulegen, daß zuſammengehörige Stücke ſich deutlich 
hervorheben. Das gegenſeitige Durchdringen tritt dabei klar hervor, und der 
Schüler übt ſich darin, die ebene Zeichnung räumlich (plaſtiſch) zu ſehen. 
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des anderen zuſammenfallen. Die Kante des zweiten Tetraeders ſoll 
berechnet werden. 

d) Einem regelmäßigen Tetraeder von der Kante k, ſei ein 
Würfel umbeſchrieben. Die Kante desſelben ſoll berechnet werden. 

e) Unter welchem Winkel ſchneiden ſich die Flächen der beiden 
ſich durchdringenden regelmäßigen Tetraeder der Figur 1232 


11) Aufgabe.“) Auf die Flächen eines Würfels Pyra— 
miden von gegebener Höhe ſo 
aufzuſetzen, daß ein Pyramiden— 
würfel entſteht. 

In Fig. 124a iſt zunächſt der ge⸗ 
gebene Würfel gezeichnet und der Mit⸗ 
telpunkt jeder Fläche beſtimmt. Dort 
find auf jeder Fläche Lote von der 
gegebenen Länge BC errichtet, das nach 
vorn gerichtete Lot DE natürlich in der 
gewählten Verkürzung (z. B. in 3 der 
Länge gezeichnet. Die Endpunkte der Lote 
ſind mit den Würfelecken verbunden Aus 
der Würfelkante k und der Pyramidenhöhe A laſſen ſich Kanten, Oberfläche, 
Winkel, Radius o der einbeſchriebenen Kugel u. ſ. w. des Körpers berechnen. 

Bemerkung. Dieſer Körper 
iſt als Kryſtallform in der Mi⸗ an er 
neralogie von Bedeutung. Er 
wird hier beſprochen, weil fich 
aus ihm andere Körperformen 
leicht ableiten laſſen. Macht 
man nämlich die Pyramidenhöhe 
gleich der halben Würfelkante, 
ſo erhalten die Pyramidenflächen 
die Neigung 45“ gegen die Wür⸗ 
felflächen, und die Kante zwiſchen 
je zwei benachbarten fällt weg, 
ſo daß aus 24 Dreiecken 12 
Rhomben entſtehen. Fig. 124 b 
ſtellt dieſen W Fall des 


Fig.! 124 a. 


*) Auf dem Gymnaſium ſind die Abſchnitte 11 bis 14 in IIb zu über⸗ 
ſchlagen, auf der Realſchule als Übungsmaterial für das Zeichnen und die 
räumliche Anſchauung zu betrachten, welches der Lehre von den regelmäßigen 
Körpern einen gewiſſen Abſchluß giebt. 
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Pyramidenwürfels, das Rhombenzwölfflach oder Rhombendodekaeder 
dar. (Dies iſt die häufigſte Kryſtallform des Granats, der Körper wird 
daher auch als Granatoeder“) bezeichnet.) Aus der Würfelkante % laſſen 
ſich die Kanten, die Oberfläche, die Winkel des Körpers leicht berechnen.) 


12) Bezeichnet man die Flächen des Pyramidenwürfels abwechſelnd 
mit + und —, wie es in Fig. 124a geſchehen iſt, läßt man die mit 
— bezeichneten Flächen wegfallen, und erweitert man die übrig blei— 
benden ſo weit, daß der Körper wieder geſchloſſen iſt, ſo entſteht ein 
im allgemeinen von unregelmäßigen, aber ſymmetriſchen Fünfecken 
begrenztes Zwölfflach, das Pentagondodekaeder. Aus Fig. 124a 
leitet ſich die Konſtruktion folgendermaßen ab: Je zwei ſtehenbleibende 
Pyramidenflächen bilden in ihrer Erweiterung ein Dach, deſſen Firſte 
zu den Grundkanten parallel iſt. Eine ſolche Firſte iſt durch G. 
parallel zu KF zu legen. Rechts reicht fie bis zum Schnitte mit 
der durch H gehenden Mittellinie der Fläche FG H, wodurch die 
halbe Länge der Dachfirſte gegeben iſt. Eine ſolche von derſelben 
Länge iſt ſenkrecht durch E zu legen u. ſ. w. So entſteht eine Figur 
nach Art von Fig. 125, in der jedoch andere Buchſtaben gewählt ſind. 
Bei Neigung 45° (vgl. 11) entſteht das Rhombendodekaeder, bei dem 
alſo eine der Fünfecksſeiten gleich Null geworden iſt. (Das nicht von 


Fig. 125. 


regelmäßigen, ſondern von nur ſymmetriſchen Fünfecken begrenzte 
Pentagondodekaeder iſt Kryſtallform des Schwefelkieſes oder Pyrits und 
wird daher auch Pyritoeder*) genannt). 


*) Die Worte Granatoeder und Pyritoeder ſind ſprachlich als Mißbildungen 
zu betrachten, laſſen ſich aber in der Mineralogie kaum vermeiden. 
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In Fig. 125 iſt der Fall dargeſtellt, in dem die ſymmetriſchen 
Fünfecke regelmäßig werden, alſo das regelmäßige Pentagondodeka— 
eder geben. Dabei muß die Pyramidenhöhe des zu Hülfe genommenen 
Pyramidenwürfels jo gewählt werden, daß MZ:ZI = A: 41 D. 
iſt, d. h. daß MI ebenso geteilt iſt, wie die Mittellinie des 
regelmäßigen Fünfecks durch die auf ihr ſenkrechte Dia— 
gonale.*) Die Konſtruktion des Körpers durch Zeichnung geſchieht 
folgendermaßen: Sit B. FI G. Di Ui das zu Grunde gelegte regel— 
mäßige Fünfeck, ſo zeichne man einen Würfel, deſſen Kante gleich der 
Diagonale 6 H, iſt. Man halbiere eine Seitenkante des letzteren, 
z. B. GH durch A, errichte im Mittelpunkte Y der zugehörigen 
Seitenfläche auf dieſer ein Lot und ſchlage um 4 einen Bogen mit 
dem Teile A,C, der Mittellinie des Fünfecks, welcher auf dem Lote 
das Stück YO abſchneidet. Man ziehe CA und verlängere es um 
4D A A,D,. Durch C lege man BF || HG und mache, wenn man 
die Parallelperſpektive mit Verkürzung 5 gewählt hat, OB = + CB. 
und CF ebenſo groß. Dann iſt BF@DH das eine Fünfeck des 
Körpers in der richtigen Lage. Das Weitere ergiebt ſich aus Fig. 125, 
in der gewiſſe Gruppen von Eckpunkten derſelben Fig. 126. 
Vertikalebene oder Horizontalebene angehören, 


was die Konſtruktion erleichtert. RER 
An die 12 Kanten des Würfels laſſen 

ſich alſo 12 regelmäßige Fünfecke mit den N 

Diagonalen jo anlegen, daß die Würfelmitte M 


ſenkrecht über der Mitte jedes Fünfecks liegt. 

(Das Ganze läßt ſich durch Rechnung be— 
ſtätigen, die darauf beruht, daß die Mittel⸗ 
linie des regelmäßigen Fünfecks durch die auf 
ihr ſenkrechte Diagonale ſtetig geteilt iſt. Hier ſoll darauf nicht ein- 
gegangen werden, da es ſich nur um eine vorläufige Kenntnis— 
nahme von der Exiſtenz dieſes Körpers handelt.) 


13) Bildet man auf dem Pentagondodefaeder durch je zwei Mittel- 
linien die Mittelpunkte der zwölf Fünfecke, jo entſteht ein neuer regel- 
mäßiger Körper, das Ikoſaeder oder Zwanzigflach, welches in Fig. 126 
mit Hülfe der Fig. 125 dargeſtellt iſt. Das Ikoſaeder hat ebenſo viel 
Flächen, wie das Pentagondodekaeder Ecken hat, und ebenſo viele Ecken, 
wie das letztere Flächen hat. Die Mittelpunkte der Dreiecke des Iko⸗ 
ſaeders bilden ein Pentagondodekaeder. 


) Dieſe Teilung iſt eine ſtetige, da auch die Diagonalen des regel- 
mäßigen Fünfecks ſich gegenſeitig ſtetig teilen. 
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Die Flächennetze beider Körper ſind leicht herzuſtellen, ſo daß man auch 
Modelle aus Pappe verfertigen kann. Die Berechnung beider Körper iſt 
auf eine der höheren Klaſſen zu verſchieben, obwohl ſie ſchon hier möglich iſt. 


14) Mit Hülfe des Würfels find jetzt ſämtliche möglichen regel⸗ 
mäßigen Polyeder in korrekter Zeichnung dargeſtellt, denn mehr als 
die fünf behandelten, Tetraeder, Oktaeder, Ikoſaeder, Würfel 
und Pentagondodekaeder ſind nicht möglich, wie ſich aus Folgendem 
ergiebt: Stoßen in jeder Ecke drei, vier, fünf gleichſeitige Dreiecke 
zuſammen, ſo entſtehen die erſtgenannten drei Körper. Sechs gleich— 
ſeitige Dreiecke bilden aber keine Ecke, ſondern legen ſich flach in die 
Ebene, da 6 - 60° = 360° iſt. Eine noch größere Anzahl von 
Dreiecken kann erſt recht keine Ecke bilden, da die Summe der 
Winkel 360“ überſteigen würde. Stoßen in jeder Ecke drei Quadrate 
zuſammen, ſo handelt es ſich um den Würfel. Vier Quadrate bilden 
eine Ecke, ſondern legen ſich flach in die Ebene. Stoßen in jeder 
Ecke drei regelmäßige Fünfecke zuſammen, ſo handelt es ſich um das 
Pentagondodekaeder. Vier regelmäßige Fünfecke können keine Ecke bilden, 
da 4.108% = 432° iſt und ſomit 360° weit überſchreitet. Drei 
Sechsecke legen ſich flach in die Ebene, weil 3 120° = 360° iſt. 
Bei drei Siebenecken u. ſ. w. wird der Winkel 3600 bereits über- 
ſchritten. Alſo ſind weitere regelmäßige Polyeder unmöglich. 

[Bemerkungen. Um jeden Würfel laſſen ſich zwei regelmäßige 
Pentagondodekaeder legen, die ſich gegenſeitig durchdringen, denn in 
Fig. 125 kann Fünfeck BEG DA auch jo an H angelegt werden, 
daß Spitze D nach unten und Kante BF nach oben fällt. In jedes 
Pentagondodekaeder laſſen ſich 5 Würfel einzeichnen. Da zu jedem 
dieſer Würfel ein Oktaeder oder zwei Tetraeder als einbeſchriebene 
Körper gehören, ſo erkennt man die Möglichkeit des Stern-Oktaeders 
und Stern⸗Tetraeders, von dem das eine 5, das andere 10 ſich durch— 
kreuzende Einzelkörper hat. Den beiden ſich durchdringenden Penta— 
gondodekaedern entſprechen zwei ſich durchdringende Ikoſaeder.] 


II. Senkrechte Prismen und Cylinder. 


15) In Fig. 127 ſtelle 40D ein horizontales Rechteck dar, 
auf deſſen Ebene in den Eckpunkten Lote von gleicher Höhe errichtet 
find, deren Eckpunkte alſo der horizontalen Schnittebene 4, 5. Ci Di an⸗ 
gehören. Der ſo beſtimmte ebenflächige Körper heißt Rechteckskörper 
(oder auch Rechtecker) oder ſenkrechtes Vierkantprisma (Säule). 
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Stehen die Grundkanten a und ) unter ſich und zur Höhe A in 
rationalem Verhältnis a: 5: J, welches durch die kleinſten möglichen 
ganzen Zahlen ausgedrückt ſein mag, ſo läßt 
ſich der Körper ebenſo in Würfel zerlegen, wie 
früher das Rechteck in Quadrate zerlegt wurde. 
Die Anzahl dieſer Würfel iſt 457. Betrachtet 
man jeden dieſer Würfel als Raumeinheit, ſo 
iſt der Inhalt des Körpers 1 = abh, oder, 
wenn man die Grundfläche ab mit @ be 
zeichnet: 1 G., d. h. abgekürzt geſprochen: 
Inhalt gleich Grundfläche mal Höhe. 

Der Fall des irrationalen Verhältniſſes 
wird ebenſo, wie bei dem Rechteck, dadurch 
erledigt, daß man mit beliebiger Genauigkeit 
rechnet, indem man für den endloſen Dezimalbruch ohne Periode 
den nächſtliegenden endlichen Dezimalbruch von der gewählten Stellen— 
zahl nimmt. Der Beweis für die Richtigkeit der Formel 


I=Gh 


Fig. 127. 


wird alſo dann nur angenähert geliefert, jedoch mit beliebiger Genauigkeit. 
* 
16) Aufgaben. a) Berechne aus a, db und „ den Inhalt und 
die Oberfläche des Rechteckskörpers. 
b) Berechne die Diagonale BD, = d des Körpers. 
Auflöſung. Nach Pythagoras ft BD? = * ＋ B. D. A 1% 
+ . C ＋ CDi) = ++, alſo d = Va ＋ 57 ＋ I 
e) Welche Winkel bildet dieſe Diagonale mit den Kanten? 
W N Dreieck BAD, hat den rechten Winkel bei A, alſo 


iſt cos c 3: woraus ſich à berechnen läßt. Ebenſo beſtimmen fich 


F h 
die andern Winkel aus cos 5 — 4 und cos ) 4 


Bemerkungen. Die Formel 4 = a? + be + N? wird als der 
Pythagoreiſche Lehrſatz für den Raum bezeichnet und lautet 
in Worten: Das Quadrat über der Hauptdiagonale des 
Rechteckskörpers iſt gleich der Summe der Quadrate über 
den drei in einer Ecke zuſammenſtoßenden Kanten dieſes 
Körpers. 

Aus der Formel folgt 


d ab ai 


41411 7 + + = sta + eos f Neos. 
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Bildet alſo eine Gerade mit drei auf einander Senkrechten die Winkel 
a, 6 und y, jo iſt die Summe der Coſinus⸗Quadrate dieſer Winkel 
gleich Eins. 

d) Eine Gerade gehe von einer Ecke aus, in der drei auf ein- 
ander ſenkrechte Gerade zuſammenſtoßen. Sie bilde mit ſämtlichen 
Geraden ſpitze Winkel, von denen a und ß gegeben find. Wie groß 
iſt der dritte Winkel 7? 

Auflöſung. Nach Obigem iſt 


cose = 1 — cose d — cos 8, alſo cosy = 1 — cos — cos? 8. 


ſe) An einem Punkte wirken ſenkrecht gegen einander die Kräfte 
3 kg, 4 kg, 12 kg. Wie groß iſt ihre Reſultante, und welche Winkel 
bildet ſie mit den Einzelkräften? 

Auflöſung. N = V3? +4? 122 — 7/169 = 13 kg. Die 
Winkel beſtimmen ſich aus cos c = 1g, cos 6 =, cos = 13˙ 

17) Werden mehrere Rechteckskörper von gleicher Höhe A aber 
von verſchiedenen Grundkanten ſo auf dieſelbe Ebene geſtellt, daß je 
zwei von ihnen mit einer ſenkrechten Fläche zuſammenſtoßen, ſo 
bildet die Grundfläche eine aus Rechtecken beſtehende Figur nach Art 
von Fig. 128. Der Inhalt des Geſamtkörpers iſt' dann 


I= G GN G +. = (G1 ＋ G ＋ 6 ＋π = G 


wenn man die geſamte Grundfläche mit G bezeichnet. 

Nun läßt ſich aber jede beliebig begrenzte 
ebene Fläche nach Art der Fig. 128 mit Recht⸗ 
ecken ausfüllen, wobei, wenn man in geeigneter 
Weiſe kleinere und kleinere Rechtecke anwendet, 
die übrig bleibenden „dreieckigen“ Flächen am 
Rande ſchließlich verſchwindend klein werden, 
ſo daß man ſie vernachläſſigen kann. Dem— 
nach gilt von jedem ſenkrechten Prisma oder 
Cylinder von beliebiger Grundfläche, die 
dadurch entſtehen, daß die Grundfläche ſenk— 
recht gegen ihre Ebene bewegt wird, die Formel 


I= (Gi +, ＋ G, T. )% = G. J. 


Daher gilt der Satz: 

Senkrechte Prismen und Cylinder von beliebiger Grund— 
fläche gehorchen der Inhaltsformel F=Gh, d. h. abgekürzt 
geſprochen, Inhalt gleich Grundfläche mal Höhe. 
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18) Aufgaben. a) Ein ſenkrechtes Dreikantprisma habe die 
Grundkanten a, b und e und die Höhe *. Wie groß iſt die geſamte 
Oberfläche? (Benutze für das Dreieck die Heroniſche Formel.) Wie 
groß iſt der Inhalt? Welche Winkel bilden die Seitenflächen des 
Körpers mit einander? (Trigonometriſch zu berechnen.) 

b) Dieſelbe Aufgabe für das regelmäßige Dreifantprisma*) von 
Grundkante a und Höhe A. 

e) Dieſelbe Aufgabe für das regelmäßige Dreikantprisma von 
Grundkante a und quadratiſchen Seitenflächen. 

d) Dieſelben Aufgaben für regelmäßige Prismen, deren Grund— 
flächen 4⸗, 5=, 6⸗ſeitig find. Auch entſprechende Spezialiſierungen 
mit den Höhen können dabei vorgenommen werden. (Bei dem Fünfeck 
iſt Trigonometrie an⸗ Fig. 129. 
zuwenden.) 

e) Regelmäßige 
Prismen von verſchie⸗ 2 
dener Seitenzahl in 
unſerer Parallelper⸗ 
ſpektive korrekt zu 
zeichnen. K 

In Fig. 129 iſt 
die Aufgabe am regel— A, 5 B. 
mäßigen fünfſeitigen f 
Prisma gelöſt. 4. B; iſt horizontal als AB hingelegt, G1 D. auf + 
reduziert und unter 30° angelegt, was der von uns gewählten 
Parallelperſpektive entſpricht. 6 V iſt als 61 Fi abgetragen. Durch 
F ift die Horizontale EC—= E Ci fo gelegt, daß Y Halbierungs⸗ 
punkt bleibt. Dadurch iſt das perſpektiviſche Fünfeck 45 CDE 
beſtimmt. Das Übrige ergiebt ſich von ſelbſt. 

Bemerkung. Jedes regelmäßige Prisma hat eine Mittellinie, 
die Verbindungslinie der Mittelpunkte der beiden Grundflächen. 

Verbindet man den oberen Endpunkt der Mittellinie mit den 
Ecken der Grundfläche, ſo erhält man die Kanten der regelmäßigen 
Pyramide. Iſt die Grundfläche ein Kreis, ſo entſteht der Kegel. 

Aufgabe. Bei gegebener Grundkante a und Höhe A die Seiten— 
kanten einer regelmäßigen Pyramide und ihre Neigung, die Seiten⸗ 
flächen und ihre Neigung zu berechnen, je nachdem die Grundfläche 
3⸗, 4, 5=, 6⸗ſeitig iſt. 


*) Ein regelmäßiges Prisma iſt ein ſenkrechtes Prisma, deſſen Grund: 
fläche ein regelmäßiges Polygon iſt. 


www.rcin.org.pl 


204 Vierte Abteilung: Stereometrie. 


19) Zeichnung und Berechnung des ſenkrechten Kreis— 
cylinders. 

Die Zeichnung des Kreiscylinders ergiebt ſich am bequemſten 

folgendermaßen: Man wähle ſtatt der Perſpektive mit Neigung 300 

Sig. 150. die mit Neigung 90. Die Verkürzung auf 

— 5 kann man beibehalten. In Fig. 130 iſt 


gezeigt, wie dadurch das Quadrat ABCD 
mit dem einbeſchriebenen Kreiſe in ein 
Rechteck 4. B. C D verwandelt wird, dem 
eine Kurve einbeſchrieben iſt, die man als 
Ellipſe bezeichnet. Jede der ſenkrechten 
Kreisſehnen iſt auf + der Länge reduziert, 
was der Ellipſe das Achſenverhältnis 1:3 
giebt. [Die Ellipſe ppielt in der Mathematik, im Zeichnen und in 
der darſtellenden Geometrie, in der Mechanik, Phyſik und Aſtronomie 
eine bedeutende Rolle.] 

In Fig. 131 iſt der fertige Kreiscylinder 
dargeſtellt, über den ſchon in Quarta geſprochen 
wurde. Sein Inhalt ft I=Gh=r’nh. Sein 
Mantel hat die Fläche M = 2rnh. Denkt 
man ſich dieſen nämlich längs einer der Geraden 
aufgeſchnitten und in die Ebene ausgebreitet, ſo hat 
man ein Rechteck mit der Grundlinie / = 27 
und der Höhe A. Nimmt man den Durchmeſſer d 


2 
ſtatt /, ſo iſt J = a, M— dan, 


Fig. 131. 


20) Aufgaben. a) Ein cylindriſches Litergefäß ſoll doppelt fo 
hoch, als breit ſein. Wie ſind die inneren Abmeſſungen zu nehmen? 
Auflöſung. /=r 9 re. (47) ſoll = 1 ebdem. fein, alſo 


47% 1, folglich r — 125 2 dem. Die Höhe wird „ = Ar. 


b) Ein cylindriſches Hektolitergefäß ſoll vier mal jo breit als 
hoch ſein. Wie ſind die Maße zu nehmen? 


Auflöſung. /=rmh=ı’n: 2 = 2 ſoll gleich 100 ebdem. 


fein. Daraus folgt r = WE ? dem. 


Andere Aufgaben verlangen die Berechnung des Gewichtes p 
mit Hülfe des ſpezifiſchen Gewichtes 5. 
Jedes regelmäßige gerade Prisma hat einen einbeſchriebenen und 
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einen umbeſchriebenen Cylinder, jede regelmäßige Pyramide einen um: 
und einen einbeſchriebenen Kegel. 

Aufgabe. Wie verhalten ſich die Inhalte des Würfels und 
des ein⸗ und umbeſchriebenen Cylinders? Wie verhalten ſich die 
Oberflächen dieſer drei Körper? 

[Die Triebwellen und Transmiſſionswellen der Technik, zahlreiche 
Maſchinen und Bauteile, Fabrikſchornſteine, Brunnen- und Bergwerks- 
ſchachte und viele Werkzeuge und Geräte, beſonders Gefäße, haben 
den Cylinder als Grundform. 


21) Aufgabe. Einen koncentriſchen Hohleylinder mit den 
Radien r und „, und der Höhe A zu zeichnen und ſeinen Inhalt 
und ſeine geſamte Oberfläche zu berechnen. 

Fig. 132 ſtellt die Zeichnung dar, deren 
Ellipſen wie vorher zu konſtruieren ſind. (Man 
achte auf die Veränderlichkeit des Abſtandes 
der inneren und äußeren Kurve.) 


I= G — xi * „ (2 — 112) N 

C I 
(Letztere Zerlegung eignet ſich für die logarithmiſche Berechnung.) 
0=2(a—r’n)+2rah+2rah= 2 Nr I ＋ * Ori)! 
= 2r i) = , ri) 2 ri) lr nt. 

Beiſpiel. Ein gußeiſernes Schwungrad habe einen Schwung: 
ring von folgenden Abmeſſungen: r = 2,8 m, r, = 2,5 m, Dicke 
„ A , 4 m. Wie viel Tonnen wiegt er, wenn das ſpezifiſche Ge- 
wicht 5 = 7,5 geſetzt wird? 


Fig. 132. 


III. Der Satz des Cavalieri und ſeine wichtigſten 
Anwendungen. 


22) Der Inhalt des Satzes werde zunächſt planimetriſch erläutert: 
Zwiſchen zwei Parallelen AB und DC mögen ſich Rechteckſtreifen 
von Millimeter⸗ 
höhe befinden, die Bis. 188. 
zwei Figuren a 
und b geben. Die 
in gleicher Höhe 
befindlichen Strei⸗ 
fen ſollen gleiche 7 


www.rcin.org.pl 


206 Vierte Abteilung: Stereometrie. 


Breite haben. Dann ſind beide Figuren inhaltsgleich. Die eine iſt durch 
bloße Verſchiebung der Streifen aus der andern entſtanden. Dasſelbe 
gilt, wenn die Streifen nicht Milli⸗ 
meterhöhe, ſondern nur den 1000., 
1000 000. u. ſ. w. Teil dieſer Höhe 
haben. Die Figuren haben 
gleichen Inhalt, ſobald ſie in 
gleichen Höhen gleiche Quer— 
ſchnittlinien haben. 
7 5 Dies iſt z. B. auch in Fig. 134 
der Fall, wo die einzelnen Streifen 
von ſo verſchwindend kleiner Höhe zu denken ſind, daß man in Figur b 
nicht einmal die Treppenſtufen der vorigen Figur wahrnimmt, ſondern 
krumme Linien als ſeitliche Begrenzung ſieht. 


Fig. 134. 


23) Denkt man ſich nun an Stelle der Streifen dünne horizon- 
tale, ſeitlich ſenkrecht begrenzte Platten, die zwiſchen parallelen Ebenen 
aufeinander geſchichtet ſind, ſo hat man Entſprechendes. Sind die in 
gleicher Höhe liegenden Platten von gleicher Grundfläche, ſo ſind ſie, 
wenn gleiche Dicke angenommen wird, inhaltsgleich, mag auch die Geſtalt 
der verglichenen Platten noch ſo verſchieden ſein. Sind die Platten von 
verſchwindend kleiner Dicke, ſo nimmt man ſeitlich keine Treppenſtufen 
wahr, ſo daß die Konturen auch als krummlinig gelten können. Die 
Inhaltsgleichheit aber bleibt beſtehen. So gilt ganz allgemein der Satz: 

Haben zwei Körper in gleichen Höhen flächengleiche 
Querſchnitte, ſo ſind ſie inhaltsgleich. 


24) Die in Fig. 135*) dargeſtellten Körper ſollen von oben bis 
unten denſelben Querſchnitt 6 haben und in der Höhe übereinſtimmen. 


Fig. 135. 


) Dieſe Figur iſt nur ſchematiſch aufzufaſſen. Bei genauer Konſtruktion 
würden die großen Ellipſenachſen etwas geneigt gegen die Horizontale liegen. 
Die genaue Konſtruktion geht über den Standpunkt der Klaſſe hinaus. Das⸗ 
ſelbe gilt von Figur 136 und 137. f 
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Da nun der erſte der Körper den Inhalt @ - h hat, jo find fie 
ſämtlich vom Inhalte Eh. Die Formel 1 -= Ch gilt alſo für ſenk⸗ 
rechte und ſchräge Prismen, für ſenkrechte und ſchräge Cylinder und 
von Körpern beliebigen Profils, die von oben bis unten flächengleiche 
Querſchnitte haben. Die Geſtalt dieſer Querſchnitte darf ſich dabei 
von unten nach oben ändern. 


25) Der erſte Dachkörper der Fig. 136 hat als Hälfte eines 
Rechteckskörpers den Inhalt 8 hat der zweite eine ebenſo große 


Fig. 136. 


Grundfläche und dieſelbe Höhe, ſo hat er denſelben Inhalt. Im erſten näm⸗ 
lich iſt K.: G : (warum?), alſo G. = ah. Im zweiten iſt eben- 
falls G. a „alſo find die Querſchnitte beider Körper in gleichen 


Höhen flächengleih. Angenommen, das Profil des dritten Körpers 
ſei fo gewählt, daß auch bei ihm für jedes A, der Querſchnitt 


6. — al iſt, fo iſt auch für ihn die Inhaltsfornel 1 — 6 . 


N 


26) In Fig. 137 ſind Pyramiden und ein Kegel dargeſtellt. 
Alle ſollen Grundflächen derſelben Größe 6 haben und auch in der 
Höhe A übereinſtimmen. Will man beweiſen, daß für alle dieſelbe 
Inhaltsformel gilt, ſo muß gezeigt werden, daß ſie in gleichen Höhen 


Fig. 137. 
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gleiche Querſchnitte haben. Zunächſt iſt der Parallelſchnitt der Grund— 
fläche ähnlich, denn die Spitze iſt als Ahnlichkeitspunkt zu betrachten, 
ſo daß es ſich um eine geſetzmäßige Verkleinerung handelt. Sind 
* und „. entſprechende Linien in der erſten Figur, jo iſt . : * 
M: R, alſo ki?: * A ?: hi; es iſt aber auch G.: G = ?: *, 
folglich G.: 6 == !?: he, de h.: Bei jeder Pyramide und jedem 
Kegel iſt die horizontale Querſchnittfläche proportional dem 
Quadrate ihres ſenkrechten Abſtandes von der Spitze. 

In gen Höhe A, iſt alſo bei allen drei Körpern der Figur 137 


3 Es „alle haben in gleicher Höhe flächengleichen Querſchnitt. 


Folglich: Pyramiden und Kegel von gleichen Grundflächen 
in und gleicher Höhe find inhaltsgleich. 
1 An dem dreiſeitigen Prisma in Fig. 138 


0 
lläßt ſich nun Folgendes zeigen: Zieht man in 
4 den Seitenflächen Diagonalen in einem Zuge 
(ohne abzuſetzen), ſo iſt durch die entſprechenden 
Flächenſchnitte das Prisma in drei Pyrami⸗ 
h den zerlegt: 
I. (ABC) A,*) 
II. (A. B. Ci) B oder (B Ci Bi) A, 
1 III. (BCC,) A, 


Die beiden erſten Pyramiden haben gleiche 
Grundflächen ABC = AB Ci und gleiche 
Höhe (Abſtand der oberen von der unteren Fläche), ſie ſind alſo 
inhaltsgleich. Die zweite Pyramide in der andern Schreibweiſe und 
die dritte haben gleiche Grundflächen 501 B. und 5001 in der— 
ſelben Ebene, und da fie dieſelbe Spitze A, haben, ſtimmen auch 
die Höhen überein, folglich auch die Inhalte. Da ſomit alle drei 
Pyramiden inhaltsgleich ſind, ſo iſt jede der dritte Teil des Prismas. 
Für dieſes war aber 1 = Gh, folglich iſt für die Pyramide (ABC) A, 
die Inhaltsformel 1 =. Alle Pyramiden und Kegel von der: 
ſelben Grundfläche und derſelben Höhe“ find aber inhaltsgleich, folglich: 


Für jede Pyramide und jeden Kegel it 1 = 


Für den Kegel iſt 6 = vx, alſo Tat. 
Aufgaben. Berechne den Inhalt des regelmäßigen Tetraeders 


aus der Kante „, den des regelmäßigen Oktaeders aus der Halbachſe 
) Die Spitze iſt jedesmal außerhalb der Klammer geſchrieben. 
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a, den des Pyramidenwürfels aus der Würfelkante * und der Pyra⸗ 
midenhöhe h, ebenſo den des Rhombendodekaeders. 


27) Fig. 139 ſtellt einen Cylinder dar, der durch Rotation 
eines Quadrates von der Seite r um die Linie MN entitanden ift. 
Dieſer Cylinder hat den Inhalt (7) = vn. Aus dem Cylinder 


iſt der Kegel ABM ausgeſchnitten, deſſen Inhalt = r?r - 3 — Te iſt. 


Der übrig bleibende Reſtkörper hat den Inhalt rm — = oder 3 75 1. 


In den Cylinder iſt außerdem eine Halbkugel eingeſchrieben, von der 
ſich zeigen läßt, daß ſie in 
gleichen Höhen mit dem Reſt⸗ 
körper flächengleichen Quer⸗ 
ſchnitt hat. Im Abſtande 
MC=h iſt nämlich o =, 
alſo hat dort der Reſtkörper 
die Schnittfläche rr — on 
= n( r- = n(r:— )); 
die Halbkugel hat in der⸗ 
ſelben Höhe den Querſchnitt 
OD = M D- MC”) 
A (: — M) Beide 
Schnitte ſtimmen alſo 
überein, und weil dies für jede Höhe gilt, ſo hat die Halbkugel 
mit dem Reſtkörper gleichen Inhalt. Für die Halbkugel iſt alſo 
1 stm, folglich für die ganze Kugel I=zrr: 


Fig. 139. 


28) Denkt man ſich die Oberfläche der Kugel in ſehr kleine 
z. B. rechteckige Stücke zerlegt, die man bei 
ihrer Kleinheit als Ebenen betrachten darf 
(3. B. durch Meridiane und Parallelkreiſe), 
und verbindet man die Ecken mit dem 
Kugelcentrum M, jo entſtehen zahlreiche 
kleine Pyramiden. Sind ihre Grundflächen 
G1, G2, G3, . „ jo find, weil r die Höhe 
iſt, die Inhalte zuſammengenommen er rt 
G. Gr @G,r a 7 
r 8 
3 (6 ＋ 6, ＋ . ). ö 


Die Pyramiden zuſammengenommen geben den Kugelinhalt 1 — 3 * 
Holzmüller, Mathematik. I. 14 


Fig. 140. 


7 
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die Grundflächen zuſammengenommen die Kugeloberfläche 0. Alſo iſt 
nach obiger Gleichung 


3 


1 n=4r'n- 


— 0 oder 0 2 
3 7 


4 * 
3 7 

Alſo: Die Kugeloberfläche iſt gleich 477 oder gleich dem 
Vierfachen von der Fläche des größten Kreiſes. Die Halb— 
kugelwölbung hat alſo die doppelte Fläche, wie ihre Baſis. 


29) Bemerkungen. In Fig. 139 ſind die Inhalte des Kegels, 
r 27 3 3 75 


der Halbkugel und des Cylinders der Reihe nach 5 e 
fie verhalten ſich alſo wie 1: 2: 3. Dieſer Satz wird dem Archimedes 
zugeſchrieben. 

Der Inhalt einer Hohlkugel mit den Radien r und 1 iſt 


3 45 3 8 
I=zrn — ri = i (r 119). 


30) Die Linie 40 am ſenkrechten Kreiskegel bezeichnet man 
als ſeine Seite. Dieſe berechnet ſich als s = V + h?. Die Mantel- 
fläche des Kegels läßt ſich durch aufeinander: 
folgende Gerade in ſehr ſchmale Dreiecke wie 
D zerlegen, die man als eben betrachten 
darf. Sind g,, 92, 93, die aufeinander— 
folgenden Grundlinien der Dreiecke, ſo iſt die 
Summe ihrer Flächen 


e 
2 C T 0% T % ) 


Die Summe der 9 iſt aber der Kreisumfang 


Fig. 141. 
5 


27, alſo hat der Kegelmantel die Fläche 2 271 = rns. 

Jeder Kegelſtumpf oder Pyramidenſtumpf iſt die Differenz 
zweier Kegel bezw. Pyramiden. Später werden Fig. 142. 
beſondere Berechnungsmethoden gelehrt. 

31) Iſt ein ebenflächiger Körper einer 
Kugel mit Radius o umbeſchrieben, und iſt ſeine 
Oberfläche O, fo ift fein Inhalt 1 = 0 %- 

Beweis. Verbindet man das Kugel⸗ 
centrum mit den Ecken jeder Fläche, ſo erhält 
man Pyramiden von der Höhe o, deren 
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IV. Vermiſchte Übungsaufgaben. 211 
Grundflächen 61, 62, 63, ... ſein mögen. Die Summe der In: 
halte iſt 
61 ＋ 63 ＋ 633 P 3(1 ＋ 6% ＋ 6 P.) 0. 


Dieſe Formel findet z. B. Anwendung bei der Berechnung des Inhalts 
regelmäßiger Polyeder. 


IV. Vermiſchte Ubungsaufgaben. 


32) a) Die Erdkugel habe 860 Meilen Radius. Wie viele 
Quadratmeilen hat ihre Oberfläche? Wie viele Kubikmeilen beträgt 
der Inhalt? Gieb das Reſultat auch in Quadrat- bezw. Kubikkilo⸗ 
metern an. 

b) Angenommen der Erdradius habe 860 Meilen, der Sonnen: 
radius 100 000 Meilen. Wie viel mal jo groß iſt der Sonnen— 
inhalt im Verhältnis zum Erdinhalt? 

Auflöſung. 3 : 3 1% r: 718 u. ſ. w. 

[e) Die Aſtronomen geben aber die Sonnenmaſſe als das 
355 000 fache der Erdmaſſe an, das mittlere ſpezifiſche Gewicht der 
Erde als 5,6. Wie groß iſt danach das mittlere ſpezifiſche Gewicht 
der Sonne?] 

d) Eine Eiſenkugel ſoll 1000 kg wiegen. Wie groß iſt der 
Radius zu wählen, wenn das ſpezifiſche Gewicht p’ = 7,5 iſt? 

e) Die einem Würfel einbeſchriebene Kugel habe den Inhalt J. 
Wie groß iſt die Kante des Würfels? 

t) Die einem Würfel umbeſchriebene Kugel habe den Inhalt I, 
wie groß iſt die Kante des Würfels? 

g Dieſelben Aufgaben für die Oberfläche 0 dieſer Kugeln. 

h) Entſprechende Aufgaben für das regelmäßige Tetraeder und 
Oktaeder. 


33) a) Wie groß iſt der Inhalt eines dreiſeitigen Prismas von 
regelmäßiger Grundfläche und der Grundkante 7, wenn ſich ihm eine 
Kugel einbeſchreiben läßt? Wie groß iſt dabei der Radius der um⸗ 
beſchriebenen Kugel? 

b) Entſprechende Aufgaben für Prismen, deren Grundflächen 
regelmäßige Sechsecke, Achtecke ꝛc. ſind. 

e) Einer Kugel ſoll ein regelmäßiges Prisma von quadratiſchen 

14* 
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Seitenflächen shibehhriehen werden. Wie of ſind die ae w 
die Grundfläche 32,4% 55, ſeitig gewählt wird. 


werden. Wie groß werden die Kanten, je nachdem die Gef 
3⸗, 4=, 5⸗, 6jeitig gewählt wird. 

9 Einem Kegel vom Grund-Radius „und der Höhe N fol e 
Kugel eins, bezw. umbejchrieben werden. Wie groß werden die Radie 

f) Einem Kegel von denſelben Dimenſionen ſoll ein regelmäßige 
Prisma mit quadratiſchen Seitenflächen eingezeichnet werden. Wie 
groß find die Kanten, je nachdem das Prisma 3⸗, 48, 5, 6ſeitig iſt? 

Zahlreiche Übungsaufgaben zum Konſtruieren und Berechnen 
findet man in des Verfaſſers „Einführung in das ft En 


Druckfehler-Verzeichnis. 


Seite 57, Zeile 9 von unten, ſtatt „43 b“ lies „430“. 8 
Seite 94, letzte Zeile, ſtatt „die Araber“ lies „bie Alten und die Arab „ 2 
Seite 106, letzte Zeile, ſtatt „müglich“ lies „möglich“. Me. 8 


